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1 ���������������������������������������������

�� Schrödinger ������������������, ���������. ��

���������, ����������.

1. ���������������������������

�� [1]–[4] ������� −1

r
+ V (r), r2 + V (r) (V (r) ������, �����

�) �����������.

A. Martin ��������[1]: �� −1

r
+ V (r), �

d3

dr3
(r2V ) > 0, � E2s > E2p. �

�������� E3p > E3d, E4d > E4f , · · · . (���������������, ��

�����, � Martin ������������).

H. Grosse ���� Martin ��������[2]: �� −1

r
+ V (r), �

d3

dr3
(r2V ) > 0,

�
(1

r

d

dr

)3

(r2V ) < 0, � E3d > E2s. ��������� E4f > E3p, · · · .
���������	��	������, ���	�����, �	�����

�. ��, ��	������	����.

G. Feldman, T. Fulton, A. Devoto ���[3]: � WKB ���, � −1

r
+ V (r), 	

d

dr

(
r2dV

dr

)
> 0 �, Enl > En,l+1; � r2 + V (r), 	

(1

r

d

dr

)2

V < 0 �, Enl < En,l+2.

H. Grosse, A. Martin ������, ����, � −1

r
+ λV (r), 	

d

dr

(
r2dV

dr

)
>
< 0 �,

Enl
>
<En,l+1; � r2 + λV (r), 	

(1

r

d

dr

)2

V >< 0 �, Enl
>
<En,l+2.

������, �	�����		�
. ��: ��� l ��, ����� nr ��

���

, ��� nr ��, l �����

. (����������).

��, ������, ������ (n ≤ 3)

1



1s 2s��

��
��

��
��

3s��

2p

����������

3p��

����������

��
��

��
��

3d

����������

�� “−→” 		�	����
��	��, “−−−” 		�����
���, “· · · · · · ”
		���������.

2. ���������������������������

���� −1

r
+ λV (r), ��������� [5] ����: (1) ��

d

dr
(r2V )(0) = 0,

d3

dr3
(r2V )>< 0, �

dE
dλ

<
> 0, �� E = E2p − E3d. (2) �� 0 ≤ lim

r→∞

(1

r

d

dr

)2

(r2V ) < ∞,(1

r

d

dr

)3

(r2V ) < 0, �
dE
dλ

< 0; �� −∞ < lim
r→∞

(1

r

d

dr

)2

V ≤ 0,
(1

r

d

dr

)3

(r2V ) > 0,

�
dE
dλ

> 0. (3) �� lim
r→0

1

r3

d

dr
(r2V ) = 0,

d

dr

( 1

r3

d

dr
(r2V )

)
>
< 0, �

dE
dλ

<
> 0. (4) ��(1

r

d

dr

)2

(r2V )>< 0, �
dE
dλ

<
> 0. ���	������
���������� E =

E1s −E2p, E3d −E4f , · · · . (�	: �������� −1

r
+ λV (r) ��
, � λV ���

�, λ �	
	
�).

������������, ���������, � −1

r
+ λV (r) ������ −1

r

����� (= 0) ��
��	��� −1

r
+ λV (r) ������.

�� 1s � 2s �, 2p � 3p �
, ��� Martin ��� [1] ����������

[5]. ��������	��: 	
d

dr
(r2V )(0) = 0,

d3

dr3
(r2V ) > 0 �, −1

r
+ V (r) ���

�� E2s −E1s, E3p − E2p ���� −1

r
�������.

��, ��������������.

1s 2s

��
��

��
��

3s

2p

��������

3p

��
��

��
��

3d

��������

(�
��
�	
��, “............” 		��������).
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3. ������������������������������

Martin ���[6], ��� V (r) �, ��
d2V

dr2
>< 0, � |ψ2s(0)|>< |ψ1s(0)|.

4. ���������������������������������

�� [2], [5], [6] ������� [1] ��, ��, ���
����� [1] ���, 	

�, ������� [4] ���.

Martin ���������[1]:

2s�2p �
	 Schrödinger ��

2s : −u′′ − β

r
u+ λ2V (λr)u = E2su (1)

2p : −v′′ − β

r
v +

2

r2
v + λ2V (λr)v = E2pv (2)

u ���, ��
 u > 0, v ��	��, ��
 r < r0 � v > 0, r > r0 � v < 0.

� Schrödinger �� (1), (2) �

(uv′ − u′v)′ = uv
( 2

r2
+ E2s −E2p

)

uv′ − u′v =

⎧⎪⎨
⎪⎩

∫ r

0

uv
( 2

r2
+ E2s − E2p

)
dr r < r0

−
∫ ∞

r

uv
( 2

r2
+ E2s − E2p

)
dr r > r0

(3)

�� Martin ������, � E2s ≥ E2p, ��
	������	
, ���

u2 − v2 � (0, r0), (r0,+∞) 
����	��.

�� Virial ���

E = E2s − E2p =

∫ ∞

0

(u2 − v2)
(
− β

r
+ 2λ2V (λr) + λ2r

∂V (λr)

∂r

)
dr

�� Feynman-Hellmann ��

dE
dλ

=

∫ ∞

0

(u2 − v2)
∂

∂λ
(λ2V (λr)) dr (4)

�

2E = −β
∫ ∞

0

u2 − v2

r
dr + λ

dE
dλ

(5)
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�� Martin ������, ���� λ > 0, � E = 0. ���, 
�
dE
dλ

> 0. �

��, �� E = 0 �
dE
dλ

≤ 0, �� (5),

∫ ∞

0

u2 − v2

r
dr < 0. ��, u2 − v2 ���� 2

	�� r1 < r2. (� u2 − v2 �� 1 	�� r1, ��
∫ ∞

0

(1

r
− 1

r1

)
(u2 − v2) dr < 0 �

u2 − v2|r=0 > 0 ����). ��, u2 − v2 ��
��:

u2 − v2

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

> 0 r < r1

< 0 r1 < r < r2

> 0 r > r2

� I(r) =

∫ ∞

r

u2 − v2

r′
dr′, J(r) =

∫ ∞

r

I(r′) dr′. �� I(0) < 0 � r ���� I(r) > 0

� I(r) �����	��. ������� J(0) = 0, � J ′(0) > 0, � J(r) > 0.

� (4) 
,

dE
dλ

=

∫ ∞

0

J(r)
∂3

∂r3
(λ2r2V (λr)) dr > 0

�
dE
dλ

≤ 0 �	
��. ��� E = 0 �
�
dE
dλ

> 0.

������, λ ����, E > 0, �����	���
dE
dλ

≤ 0, 
����. �

λ > 0 �, E ���, � E > 0. ��.

Martin ������������. �
�������, u2−v2 � (0, r0), (r0,+∞)


����	��. (u, v ���	 1s, 2s ����). �� |u′(0)| > |v′(0)|, ��� r �

���, |u| < |v|, � u2 − v2 �����	�� r1. � Schrödinger ���
d2V

dr2
> 0 �

(u′(0))2 − (v′(0))2 =

∫ ∞

0

(u2 − v2)
dV

dr
dr

=

∫ ∞

0

(u2 − v2)
(dV

dr
− dV

dr

∣∣∣
r1

)
dr < 0

��� |u′(0)| > |v′(0)| ��.

��
d2V

dr2
< 0 �������������, ���	����, ����
 [6].

��, �����	 u2 − v2 �����������.

Grosse, Martin � [4] ������� −1

r
+ λV (r) � r2 + λV (r) �����. ��

�	����������.

H = − d2

dr2
− 1

r
+
l(l + 1)

r2
+ λV (r)
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� Δnl = lim
λ→0

Enl − En,l+1

λ
= 〈V 〉nl − 〈V 〉n,l+1, Δnl ��
�
�� Enl − En,l+1 ��


.

�
��� “��”�“��” ��:

A±
l = ± d

dr
− l + 1

r
+

1

2(l + 1)

� A−
l un,l+1 = αlunl, A

+
l unl = αlun,l+1, �� 4α2

l =
1

(l + 1)2
− 1

n2
.

�� A+
l , A−

l �

αlΔnl =

∫ ∞

0

dV

dr
unlun,l+1 dr

�������

α2
l Δnl =

〈1

2

d2V

dr2
− l + 1

r

dV

dr
− 1

2(l + 1)

dV

dr

〉
n,l+1

� Virial ��
��
〈r − r0

r3

〉
n,l+1

= 0, r0 = 2(l + 1)(l + 2), ���

α2
l Δnl =

〈1

2

d2V

dr2
+

1

r

dV

dr

〉
n,l+1

+
〈 1

r3

(
r2dV

dr
− r2

0

dV (r0)

dr

)(r − r0)

2(l + 1)

〉
n,l+1

��, �� V ��������.

������:

��� nr ��, l �����

.

�: � Hl = − d2

dr2
+ V (r) +

l(l + 1)

r2
. � Hλ

l = Hl +
2λ(l + 1)

r2
, ����
�� Eλ

nr ,l,

�
��� uλ
nr,l.

� Feynman-Hellmann ��,

d

dλ
Eλ

nr ,l =

∫ ∞

0

2(l + 1)

r2
u2 dr > 0

� E ′
nr,l > E0

nr ,l = Enr,l.

���� u′nr,l � unr,l ������	�. ���, �
� 0 < λ < 1, �� uλ
nr,l ��

�� uλ
nr,l ������, �� Schrödinger ��� uλ

nr,l �
	�����, �� uλ
nr,l 	

��, ��. ��, u′nr,l � unr,l ������	� nr, � E ′
nr ,l �������� nr, �

E ′
nr ,l � Hl+1 ��
�, � E ′

nr ,l = Enr,l+1. ������� Enr ,l+1 > Enr ,l, ��.
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2 ������������������������������������			������

1. l ≥ 1 ������������������������




��	����, 
���		
��
�����. 	
��� V (r), �����

r2V (r) �	, � lim
r→0

r2V (r) = 0.

������ 1: �� l �, 	 r → 0 �, u(r) ∼ rl+1.

�: �� Schrödinger ���

−u′′ +
(
V (r) +

l(l + 1)

r2

)
u = Eu


����� u(r) ∼ rσ, �����

−σ(σ − 1)rσ−2 +
(
V +

l(l + 1)

r2

)
rσ = Erσ

�
 rσ−2 ���� σ = l + 1 (� u(0) = 0, 

 σ > 0), � u(r) ∼ rl+1. ��.

������ 2: �����, lim
r→∞

u(r) = 0, lim
r→∞

u′(r) = 0.

�: ����, r ����, V +
l(l + 1)

r2
− E > 0. �� u ���		��, ��
 r

���� u > 0. � u′′ =
(
V +

l(l + 1)

r2
− E

)
u � r ���� u′′ > 0, u′ 	���. 


r > R � u′′ > 0.

(1) u′ → +∞ � u′ → a > 0 (r → ∞)

��, u(r) =

∫ r

R

u′(r) dr+u(R). 	 r → ∞ �, u(r) → ∞, �����
∫ ∞

0

u2(r) dr =

1 ��.

(2) u′ → a < 0 (r → ∞)

��, 	 r → +∞ �, u(r) → −∞, �
��������.

�� (1), (2) �, lim
r→∞

u′(r) = 0.

�� r > R � u′ 	���, � u′ < 0, u 	��
. ������ lim
r→∞

u(r) = 0. �

�.

������ V (r) ��
�, ������� |nr, l 〉, nr ������, l ����

�. � ψ(k) � ψ ������ r � k ���. ��� 1, �� l �, ψ(k)(0) = 0, 0 ≤ k < l,

� ψ(l)(0) 	= 0. ��, �����
 |ψ(l)
0l (0)| � |ψ(l)

1l (0)| ��	����.
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� E0, E1 ��� |0, l 〉, |1, l 〉 ���, Schrödinger ���

−u′′ + V (r)u+
l(l + 1)

r2
u = E0u (6)

−v′′ + V (r)v +
l(l + 1)

r2
v = E1v (6)

�� u ���, v ��	��, ��
 u(r) > 0, r < r0 � v(r) > 0, r > r0 � v(r) < 0.

������ 3: φ(r) = u2(r) − v2(r) � (0, r0), (r0,+∞) 
����	��.

�: � (6), (7) 
�

(uv′ − u′v)′ = (E0 −E1)uv (8)

�� E0, E1 ��� |0, l 〉, |1, l 〉 ���, � E0 < E1.

r < r0 ��� (8) 
�

uv′ − u′v =

∫ r

0

(E0 − E1)uv dr < 0

� (v/u)′ < 0, �� v/u � (0, r0) 
����
� 1, � u− v � (0, r0) 
�� 1 	��.

�� (0, r0) � u+ v > 0, � φ(r) � (0, r0) �
�� 1 	��.

�� (8) 
�, r > r0 �

uv′ − u′v = −
∫ ∞

r

(E0 −E1)uv dr < 0

� (v/u)′ < 0. v/u � (r0,+∞) 
����
� (−1), � u+ v � (r0,+∞) 
�� 1 	

��, � (r0,+∞) � u− v > 0, � φ(r) � (r0,+∞) �
���� 1 	��.

��� φ(r) � (0, r0), (r0,+∞) 
��� 1 	��. ��.

������ 4: �� |u(l+1)(0)| > |v(l+1)(0)|, � φ(r) � (0,+∞) �����	��, ���

����
.

�: �����, u ∼ u(l+1)(0)rl+1/(l+ 1)!, v ∼ v(l+1)(0)rl+1/(l+ 1)!, �	 r ����,

φ(r) > 0.

�� φ(r0) > 0, ��� 1 �, r < r0 � φ(r) ���, � φ(r) > 0. ������,∫ ∞

0

φ(r) dr = 0, �� φ(r) ����	��, � φ(r) � (0,+∞) �����	��. �

�.
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������ 1: ��
d2

dr2

(
V +

l(l + 1)

r2

)
> 0, � |ψ(l)

0l (0)| ≤ |ψ(l)
1l (0)|.

�: ��� (6), (7) �

(u′2 − v′2)′ =
(
V +

l(l + 1)

r2

)
(u2 − v2)′ + E1(v

2)′ − E0(u
2)′

� � � 2, u(∞) = v(∞) = u′(∞) = v′(∞) = 0. � � � � �, u, v ∼ rl+1, �

u(0) = v(0) = u′(0) = v′(0) = 0.

�� (9) 
� ∫ ∞

0

(
V (r) +

l(l + 1)

r2

)
φ′(r) dr = 0

����� ∫ ∞

0

d

dr

(
V (r) +

l(l + 1)

r2

)
φ(r) dr = 0 (10)

����������, � |ψ(l)
0l (0)| > |ψ(l)

1l (0)|, ���� 4, 
� a > 0, � r < a �

φ(r) > 0, r > a � φ(r) < 0.

��
∫ ∞

0

φ(r) dr = 0 �

∫ ∞

0

d

dr

(
V (r) +

l(l + 1)

r2

)
φ(r) dr

=

∫ ∞

0

{ d

dr

(
V (r) +

l(l + 1)

r2

)
−

[ d

dr

(
V (r) +

l(l + 1)

r2

)]
r=a

}
φ(r) dr

��
d2

dr2

(
V (r)+

l(l + 1)

r2

)
> 0, ��
 < 0, � (10) 
��. ��

 |ψ(l)

0l (0)| ≤ |ψ(l)
1l (0)|.

��.

2. ���������������������������


���


��� V0(r) + λW (r), λ ����. ������� V0(r) + λW (r) ������

� V0(r) �������
.

V0(r) + λW (r) ��	� 1, 2, ��� E1, E2, ������ u1, u2. � E = E1 − E2.

	 λ = 0 �, � E = E0, u = u0, v = v0. ��
 E0 > 0.

� I0(r) =

∫ ∞

r

u2
0(ρ) − v2

0(ρ)

ρ
dρ.

��� ��� 2: 
 I0(0) < 0, I0(r) � (0,+∞) � � � � 	 � �, � � I0(r) � � � �

|u0| 	= |v0|. V0 
	 lim
r→∞

V0(r) = 0 � r ����
dV0

dr
> 0. �� W (r) 
	 lim

r→0
rW = 0,
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lim
r→0

r2W ′ = 0, r ����
dW

dr
> 0, 
� μ > 0, lim

r→∞
W e−μr = 0, ���� r,

d2

dr2
(rW )<> 0,

�	 λ ����, E <> E0.

�������, 
���	��.

������ 5: � I(r) =

∫ ∞

r

u2(ρ) − v2(ρ)

ρ
dρ, J(r) =

∫ ∞

r

I(ρ) dρ, ���� 2 ����,

lim
r→∞

I(r)rW (r) = 0, lim
r→∞

J(r)(rW (r))′ = 0.

�: ����� V0, W ����, r → ∞ � V0 + λW ��	 (�	� +∞).

(1) lim
r→∞

(V0 + λW ) = a(λ) (�	)

����, �� E < a, 	 A, � 0 < A < a − E. ��
 r ���� u > 0,

� u′′ =
(
V0 + λW +

l(l + 1)

r2
− E

)
u �, r ����, u′′ > Au. � u = we−

√
A r, �

w′′ > 2
√
Aw′, � (w′e−2

√
A r)′ > 0. �� lim

r→∞
(w′e−2

√
A r) = lim

r→∞
(u′ +

√
Au)e−

√
A r = 0, �

r ����, w′e−2
√

A r < 0, � w′ < 0, w 	��
. � w = ue
√

A r > 0, �� w 	��


�� w0 ≥ 0. 	 w1 > w0, �	 r ���� 0 < w < w1,

u(r) = w(r)e−
√

A r < w1e
−√

A r

�

� w2 > 0, � v(r) < w2e
−√

A r,

I(r) <

∫ ∞

r

1

ρ
(w2

1 + w2
2)e

−2
√

A ρ dρ <
w2

1 + ω2
2

2
√
A

e−2
√

A r

r

�� lim
r→∞

I(r)rW (r) = 0.

�� W 	�, � W ����	�, � W ′ → 0. ��������,

lim
r→∞

J(r)(rW (r))′ = lim
r→∞

J(r)rW ′(r) + lim
r→∞

rW (r) = 0

(2) lim
r→∞

(V0 + λW ) = +∞


 r ���� u > 0. � Q(r) = V0 + λW +
l(l + 1)

r2
−E, � r ���� Q(r) 	��

��� +∞.

	����� R, � r ≥ R �, u′′(r) ≥ Q(R)u(r). � u(r) = wR(r)e−
√

Q(R) r, ���

�����, 
� wR1 > 0, � r ���� wR(r) < wR1 . R ����, 2
√
Q(R) > μ, �

�
lim
r→∞

|I(r)rW (r)| ≤ lim
r→∞

∣∣∣C
r

e−2
√

Q(R) rrW (r)
∣∣∣

≤ lim
r→∞

Ce−2(
√

Q(R)−μ)r · |W (r)e−μr| = 0

9



����, lim
r→∞

J(r)(rW (r))′ = 0. ��.

�� 2 ���: �� I0(r) ���	��, ����� I ′0(r) = −u
2
0(r) − v2

0(r)

r
	= 0, �

	 λ ����, I(r) ���	��.

� J ′(r) = −I(r) � J ′(r) ���	��, 


J(0) =

∫ ∞

0

dr

∫ ∞

r

u2(ρ) − v2(ρ)

ρ
dρ

=

∫ ∞

0

u2(ρ) − v2(ρ)

ρ
dρ

∫ ρ

0

dr = 0

�� J(r) � (0,+∞) ���.

� I0(0) < 0 �� λ ���� I(0) < 0, �� r ���� J ′(r) = −I(r) > 0, 
��

J(0) = 0, J(∞) = 0, � J(r) > 0.

� Feynman-Hellmann ��[7],

dE
dλ

=

∫ ∞

0

(u2(r) − v2(r))W (r) dr = −
∫ ∞

0

I ′(r)rW (r) dr

�����

dE
dλ

= − lim
r→∞

I(r)rW (r) + lim
r→0

I(r)rW (r) +

∫ ∞

0

I(r)(rW (r))′ dr

�����, lim
r→0

I(r)rW (r) = 0, ��� 5, lim
r→∞

I(r)rW (r) = 0, �

dE
dλ

=

∫ ∞

0

I(r)(rW (r))′ dr = −
∫ ∞

0

J ′(r)(rW (r))′ dr

= − lim
r→∞

J(r)(rW (r))′ + lim
r→0

J(r)(rW (r))′ +
∫ ∞

0

J(r)(rW (r))′′ dr

��� 5, lim
r→∞

J(r)(rW (r))′ = 0, ������,

lim
r→0

J(r)(rW (r))′ = lim
r→0

(J(r)

r
r2W ′(r) +

J(r)

r
rW (r)

)

= −I(0) lim
r→0

r2W ′(r) − I(0) lim
r→0

rW (r) = 0

���
dE
dλ

=

∫ ∞

0

J(r)(rW (r))′′ dr

� J(r) > 0 �, 	 (rW )′′<> 0 �,
dE
dλ

<
> 0, � E <> E0. ��.
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������: 
 V0(r) = −β
r
. �� lim

r→0
rW = 0, lim

r→0
r2W ′ = 0, (rW )′′ < 0 (> 0), r ����

W ′ > 0, �
� μ > 0, lim
r→+∞

W e−μr = 0, �	 λ ����, 3s− 2s, 3p− 2s, 3d− 2s ��

����� λ = 0 ��
� (
�).

�: (�� u0, v0 
	�������)

� a =
2

β
, x =

2r

3a
, ���������� (� r ��) ��:

u2s =
3

8
√

2a
x(4 − x)e−3x/4

u3s =
1

6
√

3a
x(x2 − 6x+ 6)e−x/2

u3p =
1

6
√

6a
x2(4 − x)e−x/2

u3d =
1

6
√

30a
e−x/2

� σ(x) = a

∫ ∞

x

u2(t)

t
dt, �

σ2s =
1

8
(y3 − y2 + 2y + 2)e−y

(
y =

3x

2

)

σ3s =
1

108
(x5 − 7x4 + 20x3 − 12x2 + 12x+ 12)e−x

σ3p =
1

216
(x5 − 3x4 + 4x3 + 12x2 + 24x+ 24)e−x

σ3d =
1

1080
(x5 + 5x4 + 20x3 + 60x2 + 120x+ 120)e−x

� τ(x) = 216 σ(x)ex,

τ2s = 27(y3 − y2 + 2y + 2)e−y/3

τ3s = 2(x5 − 7x4 + 20x3 − 12x2 + 12x+ 12)

τ3p = x5 − 3x4 + 4x3 + 12x2 + 24x+ 24

τ3d =
1

5
(x5 + 5x4 + 20x3 + 60x2 + 120x+ 120)

�� τ2s, τ3s, τ3p, τ3d ����:
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�����, τ3s − τ2s, τ3p − τ2s, τ3d − τ2s ����	��, ����� u2
0 	= v2

0. ��

I0(r) ����� τ3s − τ2s, τ3p − τ2s, τ3d − τ2s ���, �
	���
���. ��.

3. ������������������


������������������������������������������������ m ������������������


���� λV (�r), V 
	: 	 θ → 0 � θ → π �, V sin2−δ θ → 0,
∂V

∂θ
sin3−δ θ → 0,

∂2V

∂θ2
sin4−δ θ → 0,

∂V

∂φ
sin2−δ θ → 0,

∂2V

∂φ2
sin3−δ θ → 0 (δ > 0), �
� α, � lim

r→∞
V

rα
= 0.

���
���� nr, l ��, ������� nr, l.

� Δm = lim
λ→0

Em+1(λ) − Em(λ)

λ
, � Δm = lim

λ→0

〈λV 〉m+1 − 〈λV 〉m
λ

= 〈V 〉m+1 − 〈V 〉m,

Δm �

�
�������.

� L± = Lx ± iLy, � L̄+ = −L−, L̄− = −L+ (L̄+ 		 L+ ����).

L+ψm = Cmψm+1

L−ψm+1 = Cmψm

�� Cm =
√

(l −m)(l +m+ 1) �.

��� ζ = cos θ.

〈V 〉m = C

∫∫∫ ∣∣∣Rnr ,le
imφ(1 − ζ2)|m|/2 dl+|m|

dζ l+|m| (1 − ζ2)l
∣∣∣2V (�r)r2 sin θ dr dθ dφ

= C

∫∫∫
|Rnr ,l|2V (�r)

∣∣∣ dl+|m|

dζ l+|m| (1 − ζ2)l
∣∣∣2 sin|m|+1| θ r2 dr dθ dφ

�� V � θ → 0, π ���������.
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��
�
 m ≤ −1 ���.

Δm =

∫
ψ̄m+1V ψm+1 dτ −

∫
ψ̄mV ψm dτ

=
1

Cm

∫
L+ψmV ψm+1 dτ −

∫
ψ̄mV ψm dτ

��
��,

L+ψ = �eiφ∂ψ

∂θ
+ i� cot θ eiφ∂ψ

∂φ

L−ψ = −�e−iφ∂ψ

∂θ
+ i� cot θ e−iφ∂ψ

∂φ

�
∫
L+ψmV ψm+1 dτ �����

∫
L+ψmV ψm+1 dτ =

∫
ψ̄mL−(V ψm+1) dτ

+

∫∫
�e−iφ(ψ̄mV ψm+1r

2 sin θ)
∣∣∣π
θ=0

dr dφ

−i�

∫∫
(e−iφ cot θ ψ̄mV ψm+1)

∣∣∣2π

φ=0
r2 sin θ dr dθ

�� ψm = CRnr ,le
imφ(1 − ζ2)|m|/2 dl+|m|

dζ l+|m| (1 − ζ2)l � V 
	���, ��������,

�� ∫
L+ψmV ψm+1 dτ =

∫
ψ̄mL−(V ψm+1) dτ

�� L− �������, �
��∫
ψ̄m(L−V )ψm+1 dτ +

∫
ψ̄mV (L−ψm+1) dτ

=

∫
ψ̄m(L−V )ψm+1 dτ + Cm

∫
ψ̄mV ψm dτ

�� Δm �	�
�

Δm =
1

Cm

∫
ψ̄m(L−V )ψm+1 dτ

� δm = C2
mΔm, �

δm = Cm

∫
ψ̄m(L−V )ψm+1 dτ

=

∫
ψ̄m(L−V )L+ψm dτ

(11)

�����
:

δm = −
∫
L+(ψ̄m(L−V ))ψm dτ + �

∫∫
eiφψ̄m(L−V )ψm r

2 sin θ
∣∣∣π
θ=0

dr dφ

+i�

∫∫
eiφ cot θ ψ̄m(L−V )ψm

∣∣∣2π

φ=0
r2 sin θ dr dθ
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�� m ≤ −1 � V � θ → 0, π ���, ���������, ��,

δm =

∫
L−ψm(L−V )ψm dτ −

∫
(L+L−V )|ψm|2 dτ (12)

m > −l �,

δm = Cm−1

∫
ψ̄m−1(L−V )ψm dτ −

∫
(L+L−V )|ψm|2 dτ.

� (11) 
�,

δm = δm−1 −
∫

(L+L−V )|ψm|2 dτ. (13)

� (12) 
, �� L−ψl = 0, � δ−l = −
∫

(L+L−V )|ψ−l|2 dτ .

������ (13) �

δm = −
m∑

k=−l

∫
(L+L−V )|ψk|2 dτ (m ≤ −1) (14)

����
 m ≥ 0 ���.

���������������������, �������.

Δm =

∫
ψ̄m+1V ψm+1 dτ −

∫
ψ̄mV ψm dτ

=

∫
ψ̄m+1V ψm+1 dτ − 1

Cm

∫
L−ψm+1V ψm dτ

=

∫
ψ̄m+1V ψm+1 dτ − 1

Cm

∫
ψ̄m+1L+(V ψm) dτ

=

∫
ψ̄m+1V ψm+1 dτ − 1

Cm

∫
ψ̄m+1(L+V )ψm dτ − 1

Cm

∫
ψ̄m+1V L+ψm dτ

= − 1

Cm

∫
ψ̄m+1(L+V )ψm dτ

= − 1

C2
m

∫
ψ̄m+1(L+V )L−ψm+1 dτ

(15)

δm = C2
mΔm = −

∫
L̄+(ψ̄m+1(L+V ))ψm+1 dτ

=

∫
L−(ψ̄m+1(L+V ))ψm+1 dτ

=

∫
(L−L+V )|ψm+1|2 dτ −

∫
L+ψm+1(L+V )ψm+1 dτ

=

∫
(L−L+V )|ψm+1|2 dτ − Cm+1

∫
ψ̄m+2(L+V )ψm+1 dτ

� (15) 


δm = δm+1 +

∫
(L−L+V )|ψm+1|2 dτ (m ≥ 0) (16)
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�� L+ψl = 0, � δl−1 =

∫
(L−L+V )|ψk|2 dτ , ������� (16) �

δm =

l∑
k=m+1

∫
(L−L+V )|ψk|2 dτ

δm ���, �

δm = δ̄m =
l∑

k=m+1

∫
(L̄−L̄+V )|ψk|2 dτ

=
l∑

k=m+1

∫
(L+L−V )|ψk|2 dτ (m ≥ 0)

(17)

��
��,

L+L−V = �
2
(
eiφ ∂

∂θ
+ i cot θ eiφ ∂

∂φ

)(
− e−iφ ∂

∂θ
+ i cot θ e−iφ ∂

∂φ

)
V

= �
2
(∂2V

∂θ2
+ cot θ

∂V

∂θ
+ cot2 θ

∂2V

∂φ2
+ i

∂V

∂φ

)

〈L+L−V 〉m =

∫∫∫
(L+L−V )|ψm|2r2 sin θ dr dθ dφ

=

∫∫∫
|Rnr ,l(r)|2|Pm

l (cos θ)|2(L+L−V )r2 sin θ dr dθ dφ

= −�
2
〈∂2V

∂θ2
+ cot θ

∂V

∂θ

〉
m

� W =
∂2V

∂θ2
+ cot θ

∂V

∂θ
, ζ = cos θ, � W =

∂

∂ζ

(
(1 − ζ2)

∂V

∂ζ

)
. � (14), (17) 
�

������ 3: 
 V 
	��������. � W < 0, � E−l > E−l+1 > · · · > E0,

El > El−1 > · · · > E0. � W > 0, � E−l < E−l+1 < · · · < E0, El < El−1 < · · · < E0.

3 ���			������

Grosse � Martin �� −1

r
+ λV � r2 + λV (r) ������������[4], 
���

����������������	��, ������, ���������.

��� V0(r) + λW (r), V0 
	: � l �
���� E ��, � l+ 1 �

����

E �� (�����
	), ������, ��
���� “��”�“��” �� A†
l , Al

(
�� [4] �����), � A†
l , Al ���
�����, � V0(r) 
����. ���

�:
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 Al = −φl(r)
d

dr
+ μl(r) − 1

2

dφl(r)

dr
, � A†

l = φl(r)
d

dr
+ μl(r) +

1

2

dφl(r)

dr
.

Hamilton ��� Hl = − d2

dr2
+ V0(r) +

l(l + 1)

r2
. � Hl = − d2

dr2
+ Vl(r), Vl(r) =

V0(r) +
l(l + 1)

r2
, δl(r) =

2(l + 1)

r2
, � Vl+1 = Vl + δl.

[Hl, Al] =
[
− d2

dr2
+ Vl, −φl

d

dr
+ μl − 1

2
φ′

l

]

=
(
− 2φ′′

l

φl
+

2μ′
l

φl

)
Al − 2φ′

lHl+1 + φlV
′
l − μ′′

l +
1

2
φ′′′

l + 2φ′
lVl

+2φ′
lδl +

1

φl
(2μl − φ′

l)(φ
′′
l − μ′

l)

[Hl, A
†
l ] =

[
− d2

dr2
+ Vl, φl

d

dr
+ μl +

1

2
φ′

l

]

=
(
− 2φ′′

l

φl

− 2μ′
l

φl

)
A†

l + 2φ′
lHl − φlV

′
l − μ′′

l −
1

2
φ′′′

l − 2φ′
lVl

+
1

φl
(2μl + φ′

l)(φ
′′
l + μ′

l)

����	����

HlAl |n, l + 1 〉 = [Hl, Al] |n, l + 1 〉 + Al(Hl+1 − δl) |n, l + 1 〉
= λAl |n, l + 1 〉 + ξ |n, l + 1 〉

Hl+1A
†
l |n, l 〉 = [Hl, A

†
l ] |n, l 〉 + A†

lHl |n, l 〉 + δlA
†
l |n, l 〉

= ηA†
l |n, l 〉 + ζ |n, l 〉

��
λ = −2φ′′

l

φl

+
2μ′

l

φl

+ En − δl

ξ = −2Enφ
′
l + φlV

′
l − μ′′

l +
1

2
φ′′′

l + 2φ′
lVl +

2μlφ
′′
l

φl
− φ′

lφ
′′
l

φl

−2μlμ
′
l

φl
+
μ′

lφ
′
l

φl
+ 2φ′

lδl + φlδ
′
l

η = −2φ′′
l

φl
− 2μ′

l

φl
+ En + δl

ζ = 2Enφ
′
l − φlV

′
l − μ′′

l −
1

2
φ′′′

l − 2φ′
lVl +

2μlφ
′′
l

φl
+
φ′

lφ
′′
l

φl

+
2μlμ

′
l

φl

+
μ′

lφ
′
l

φl

�� Al |n, l + 1 〉 � Hl ��
�, A†
l |n, l 〉 � Hl+1 ��
�, ��, λ, η �	�,
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ξ = ζ = 0.

1

2
(λ+ η) = −2φ′′

l

φl

+ En = 	� (18)

1

2
(λ− η) =

2μ′
l

φl
− δl = 	� (19)

1

2
(ξ + ζ) = −μ′′

l +
2μlφ

′′
l

φl
+
μ′

lφ
′
l

φl
+ φ′

lδl +
1

2
φlδ

′
l = 0 (20)

1

2
(ξ − ζ) = −2Enφ

′
l + φlV

′
l +

1

2
φ′′′

l + 2φ′
lVl − φ′

lφ
′′
l

φl

− 2μlμ
′
l

φl
+ φ′

lδl +
1

2
φlδ

′
l = 0 (21)

� (18), (19) �

φ′′
l = Pφl (22)

μ′
l =

1

2
φlδl +Qφl (23)

(P , Q �	�).

(22), (23) �� (20) � (1

2
δl −Q

)
φ′

l = 2Pμl

����, ��� (23) 
�

1

2
δ′lφ

′
l =

(1

2
Pδl + 3PQ

)
φl

� φl =
2(l + 1)

r2
���

φ′
l = − Pr3

2(l + 1)

( l + 1

r2
+ 3Q

)
φl (24)

� (22) 
, P 	= 0 �, φl ����������, �
	 (24) 
, ��� P = 0, ��

φ′
l = 0, φl �	�. ��
 φl = 1.

� (23) 
,

μ′
l =

l + 1

r2
+Q

μl = − l + 1

r
+Qr +R (R �	�)

� φl = 1 �� (21) 
�

V ′
l = 2μlμ

′
l −

1

2
φlδ

′
l

= −2l(l + 1)

r3
+

2R(l + 1)

r2
+ 2Q2r + 2QR

Vl =
l(l + 1)

r2
− 2R(l + 1)

r
+Q2r2 + 2QRr + S (S �	�)

V0 = Vl − l(l + 1)

r2
= −2R(l + 1)

r
+Q2r2 + 2QRr + S
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� 2R(l + 1) = σ, �

V0 = −σ
r

+Q2r2 +
σQ

l + 1
r + S

V0 ������ l ��, � σQ = 0.

	 σ = 0 �, V0 = Q2r2 + S, �����, ��
	��� V0 ��� (������

���� n = 2nr + l, � l �� E ��, � l + 1 �
� E ��).

���� Q = 0, V0 = −σ
r

+ S, �����. ��.

4 ������

��������	��, ��� 1, 2, 3, �������������������

�.


������������, ��
������, � s �, τ ∼ |ψs(0)|2, � p

�, ��

����, τ ∼ |ψ′
p(0)|2, ������������	�
����
�.

�� 1 � Martin ������, ���� l ≥ 1 ��, ������� V (r) ����

�		�
��������	�
�.

�� 2, 3 ����������. �� 2 �� [4] ���, �������	��

�, � −1

r
+ λ ln r, −1

r
+ λrα (−1 < α < 0 � α > 0) 
������� λ �
���.

�� 3 ��������

, ����
�����.
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