
中国科学 : 数学 2018年 第 48卷 第 6期 : 869∼ 878

SCIENTIA SINICA Mathematica

论 文

英文引用格式: Zhou Z X. Darboux transformations for the Lax pairs related to two dimensional affine Toda equations (in

Chinese). Sci Sin Math, 2018, 48: 869–878, doi: 10.1360/N012017-00191

c⃝ 2017《中国科学》杂志社 www.scichina.com mathcn.scichina.com

与二维仿射 Toda 方程相关的 Lax 对的
Darboux 变换
献给胡和生教授 90 华诞

周子翔

复旦大学数学科学学院, 上海 200433

E-mail: zxzhou@fudan.edu.cn

收稿日期: 2017-08-28; 接受日期: 2017-10-31; 网络出版日期: 2017-12-12

上海市自然科学基金 (批准号: 16ZR1402600) 资助项目

摘要 除最简单的 A
(1)
n 外, 所有无限系列的仿射 Kac-Moody 代数所相应的二维 Toda 方程的 Lax 对

都同时具有酉对称、循环对称和实对称. 本文对循环对称为奇数阶的情形和循环对称的阶数与矩阵阶

数均为偶数的情形给出了保持所有上述对称的 Darboux 变换.
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1 引言

对任何有限维单 Lie 代数或任何仿射 Kac-Moody 代数, 都存在相应的二维 Toda 方程 [1], 所有这

些方程都是可积系统.对二维 Toda方程已有很多研究,所用方法包括反散射、Hirota方法和 Darboux

变换等 [2–9]. 在 Toda 场论 [10, 11] 以及 Riemannian 几何和仿射几何 [12–18] 中, 二维 Toda 方程也有很

多应用.

对任一个仿射 Kac-Moody 代数 g, 相应的二维 Toda 方程是 (参见文献 [15])

wj,xy = exp

( n∑
i=1

cjiwi

)
− vj exp

( n∑
i=1

c0iwi

)
, j = 1, . . . , n, (1.1)

其中 C = (cij)06i,j6n 是 g的广义 Cartan矩阵,正整数 vj (j = 0, 1, . . . , n)满足 C(v0, v1, . . . , vn)
T = 0.

当 g = A
(1)
n 时, (1.1) 就是熟知的二维周期 Toda 方程

uj,xy = euj−uj−1 − euj+1−uj . (1.2)

http://doi.org/10.1360/N012017-00191
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:zxzhou@fudan.edu.cn


周子翔: 与二维仿射 Toda 方程相关的 Lax 对的 Darboux 变换

文献 [19]指出, (1.1)中的任一个方程都是可积的,并且给出了它们的 Lax对. 对 g = A
(1)
n , Lax对

具有一个酉对称和一个 n阶循环对称,它有一个保持这些对称性的一阶 Darboux变换 [6, 7, 13,14]. 其他

无限系列的 Kac-Moody 代数相应的二维仿射 Toda 方程具有更复杂的对称性, 至少包括一个实对称、

一个循环对称和一个酉对称, 对此也已有不少研究 [3, 4, 20,21]. 对 A
(1)
n 、A

(2)
2n 和 A

(2)
2n−1 所相应的复二维

仿射 Toda 方程, 文献 [22, 23] 给出了 Darboux 变换. 对 A
(2)
2n、C

(1)
n 和 D

(2)
l+1 所相应的 (实) 二维仿射

Toda 方程, 文献 [21] 给出了它的 (积分形式的) 二元 Darboux 变换, 文献 [24–26] 给出了它的 (微分形

式的) Darboux 变换.

对于 A
(2)
2n、C

(1)
n 和 D

(2)
l+1, 相应的二维仿射 Toda 方程的 Lax 对的矩阵阶数等于循环对称的阶

数, 但是其他一些 Kac-Moody 代数所相应的问题中, 矩阵阶数要大于循环对称的阶数. 本文将推广文

献 [24, 26] 到更一般的情形, 包括所有循环对称为奇数阶的情形和循环对称的阶数与矩阵阶数均为偶

数的情形, 给出相应的 Darboux 变换的构造.

第 2 节讨论 Lax 对及其解的对称性; 第 3 节给出在不考虑对称性时的 Darboux 矩阵; 第 4 节给

出本文的主要结果, 即构造了保持所有对称性的 Darboux 矩阵.

2 Lax 对及其对称性

给定正整数 N 和 r1, . . . , rN , 记 M = r1 + · · ·+ rN . 本文均将 M ×M 矩阵按 (r1, . . . , rN ) 分块为

N ×N 分块矩阵.

为方便起见, 分块矩阵的下标 j 可取任何整数, 使得满足 k ≡ j mod N (1 6 k 6 N) 的正整数 k

即为通常的下标. 例如, 对矩阵 A, A01 即代表 AN1, 又如 δjk 在 j ≡ k mod N 时取值 1 而在其他情

况取值 0.

现在考虑 Lax 对

Φx = (λJ + P )Φ, Φy =
1

λ
QΦ, (2.1)

其中

P = VxV
−1, Q = V JTV −1, (2.2)

J = (Jjk)16j,k6N 和 V = (Vjk)16j,k6N 是 N ×N 分块矩阵, 并且 J 是常值矩阵, V (x, y) 是分块对角

矩阵, 而 Jjk 和 Vjk 是 rj × rk 矩阵.

Lax 对 (2.1) 的可积条件为

Pt + [J,Q] = 0, (2.3)

或可等价地写为

(VxV
−1)y + [J, V JTV −1] = 0. (2.4)

当 J 和 V 满足特定的对称性时, (2.4) 包含了各种二维仿射 Toda 方程.

记 ω = exp(2πiN ), Ω = diag (Ir1 , ω
−1Ir2 , . . . , ω

−N+1IrN ), 其中 “ diag ” 表示分块对角矩阵. 显然

ΩN = I. 再记 θ = exp(πiN ), Θ = diag (Ir1 , θ
−1Ir2 , . . . , θ

−N+1IrN ), 则 θ2 = ω, Θ2 = Ω.

现在假设成立如下的对称性: 存在 N ×N 实对称矩阵 K, 满足

K2 = I, ΩKΩ = ω2−mK, (2.5)
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以及

J̄ = J, ΩJΩ−1 = ωJ, KJK = JT, (2.6)

V̄ = V, ΩV Ω−1 = ±V, V TKV = K, (2.7)

其中 m 是一个整数, 这里 ± 号表示或取正号, 或取负号. 不过这个正负号的选取不影响 P 和 Q 所满

足的对称性, 从而不影响 Lax 对. 除最简单的 A
(1)
n 外, 所有无限系列的仿射 Kac-Moody 代数所相应

的二维 Toda 方程的 Lax 对的系数矩阵均满足上述对称性 (2.5)–(2.7).

从文献 [25] 可知, 当 N 是奇数时, 对不同的 m, 所有的系统都是等价的; 而当 N 是偶数时, 对相

同奇偶性的 m, 所有的系统都是等价的, 所以, 当 N 是奇数时, 我们总取 m = 2; 而当 N 是偶数时总

取 m = 0, 1.

直接计算可得下面的引理:

引理 2.1 如果 V (x, y) 满足

V̄ = V, ΩV Ω−1 = ±V, V TKV = K, (2.8)

那么 P = VxV
−1 和 Q = V JTV −1 满足

P̄ = P, ΩPΩ−1 = P, KPK = −PT,

Q̄ = Q, ΩQΩ−1 = ω−1Q, KQK = QT.
(2.9)

引理 2.2 K ′ = θm−2ΘKΘ、J ′ = θ−1Θ−1JΘ 和 Q′ = θΘ−1QΘ 都是实矩阵, 且 K ′ 对称.

证明 由 (2.5) 得 ω−(j−1)Kjkω
−(k−1) = ω2−mKjk. 因此 Kjk ̸= 0 时必有 j + k ≡ m mod N . 由

于 θN = −1, 当 Kjk ̸= 0 时,

θ−(j−1)Kjkθ
−(k−1) = ±θ2−(j+k)Kjk = ±θ2−mKjk, (2.10)

所以 K ′
jk = ±Kjk (对不同的 j 和 k, 正负号可取得不同), K ′ 是实矩阵. 又由 K ′ 的表达式即知 K ′ 是

对称矩阵.

类似地,由 (2.6)中的 ΩJΩ−1 = ωJ 得 ω−(j−1)Jjkω
k−1 = ωJjk. Jjk ̸= 0时必有 k ≡ j+1 mod N .

于是, 当 Jjk ̸= 0 时,

θ−(j−1)Jjkθ
k−1 = ±θJjk, (2.11)

所以 J ′ = θ−1Θ−1JΘ 是实矩阵. 由 (2.9) 中的 ΩQΘ−1 = θ−1Q 同理可得 Q′ = θΘ−1QΘ 是实矩阵. 引

理证毕.

由 Lax 对的对称性, 下一引理给出了它的解所满足的对称性.

引理 2.3 设 V 满足 (2.8), Φ 是 Lax 对 (2.1) 当 λ = λ0 时的一个解, 则下列结论成立:

(i) ΩΦ 是 (2.1) 当 λ = ωλ0 时的解;

(ii) Φ̄ 是 (2.1) 当 λ = λ̄0 时的解;

(iii) Ψ = KΦ 是当 λ = −λ0 时的共轭 Lax 对

Ψx = −(−λ0JT + PT)Ψ, Ψy = − 1

−λ0
QTΨ (2.12)

的解;
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(iv) 当 N 是偶数时, ΩN/2Φ̄ 是 (2.1) 当 λ = −λ̄0 时的解;

(v) 当 N 是偶数时, ΦTKΩN/2Φ 与 x 和 y 无关;

(vi) Φ′ = Θ−1Φ 是

Φ′
x = (λJ ′ + P )Φ′, Φ′

y =
1

λ
Q′Φ′ (2.13)

当 λ = θ−1λ0 时的解, 其中 J ′ 和 Q′ 由引理 2.2 给出, 于是当 λ0 是实数时, 可要求 Φ′ 为实解.

证明 (i) 由

(ΩΦ)x = Ω(λ0J + P )Φ = (ωλ0J + P )ΩΦ,

(ΩΦ)y =
1

λ0
ΩQΦ =

1

ωλ0
QΩΦ

(2.14)

得到结论.

(ii) 是显然的.

(iii) 由

KΦx = K(λ0J + P )Φ = −(−λ0JT + PT)KΦ,

KΦy =
1

λ0
KQΦ = − 1

−λ0
QTKΦ

(2.15)

得到结论.

(iv) 由 (i) 知, ΩN/2Φ 是 (2.1) 当 λ = ωN/2λ0 = −λ0 时的解, 再由 (ii) 即得结论.

(v) 由 (ii)–(iv) 知, Ψ = KΩN/2Φ 是 λ = λ0 时的共轭 Lax 对

Ψx = −(λ0JT + PT)Ψ, Ψy = − 1

λ0
QTΨ (2.16)

的解, 进而可直接验证

(ΦTKΩN/2Φ)x = 0, (ΦTKΩN/2Φ)y = 0. (2.17)

(vi) 由于 P = VxV
−1 是分块对角矩阵, 因此, ΘPΘ−1 = P . 由 J ′ 和 Q′ 的定义即知 (2.13) 成立.

引理证毕.

3 不考虑对称性时的 Darboux 变换

设有 M ×M 矩阵

G(x, y, λ) =
L∑
j=0

Gj(x, y)λ
L−j , G0 = I, (3.1)

其中 G1, . . . , GL 都是与 λ 无关的 M ×M 矩阵. 如果存在满足与 (2.8) 类似的对称性

¯̃
V = Ṽ , ΩṼ Ω−1 = ±Ṽ , Ṽ TKṼ = K (3.2)

的分块对角矩阵 Ṽ (x, y), 使得对 (2.1) 的任意解 Φ, Φ̃ = GΦ 满足

Φ̃x = (λJ + P̃ )Φ̃, Φ̃y =
1

λ
Q̃Φ̃, (3.3)

其中

P̃ = ṼxṼ
−1, Q̃ = Ṽ JTṼ −1, (3.4)
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那么就称 G(x, y, λ) 是 (2.1) 的一个保持对称性 (2.8) 的 L 阶 Darboux 矩阵.

一旦完成了 Darboux 矩阵的构造, 我们就能从二维仿射 Toda 方程的一个已知解得到它的新解.

对具体问题, 如二维仿射 Toda 方程, 构造的 Darboux 变换必须保持所有对称性, 以使得它将方

程的一个解变为同一方程的解. 不过,我们暂时先不考虑对称性 (3.2),这时 L阶 Darboux变换可以通

过推广文献 [27] 的方法 (也可参见文献 [12, 28]) 来得到.

取定一个正整数 s (1 6 s 6 M − 1). 取 L 个互不相同的复数 λ1, . . . , λL, 使得 λ̄j + λk ̸= 0 (j, k

= 1, . . . , L). 取 Hj 为 Lax 对当 λ = λj 时的 M × s 矩阵解. 记 (这里略去了 G 中的自变量 x 和 y)

Γjk =
H∗
jKHk

λ̄j + λk
(j, k = 1, . . . , L), Γ = (Γjk)16j,k6L, Γ̌ = Γ−1, (3.5)

G(λ) =
L∏
l=1

(λ+ λ̄l)

(
I −

L∑
j,k=1

HjΓ̌jkH
∗
kK

λ+ λ̄k

)
, (3.6)

则可直接验证

G(λ)−1 =
L∏
l=1

(λ+ λ̄l)
−1

(
I +

L∑
j,k=1

HjΓ̌jkH
∗
kK

λ− λj

)
. (3.7)

由于 G(λ) 是 λ 的 L 次多项式, 可以将其写为

G(λ) = λLI + λL−1G1 + · · ·+ λGL−1 +GL. (3.8)

由 (3.6) 可知,

G1 =

L∑
l=1

λ̄l −
L∑

j,k=1

HjΓ̌jkH
∗
kK,

GL =

( L∏
l=1

λ̄l

)(
I −

L∑
j,k=1

HjΓ̌jkH
∗
kK

λ̄k

)
.

(3.9)

引理 3.1 设 G(λ) 由 (3.6) 给出, 则 (3.3) 成立, 其中

P̃ = P − [J,G1], Q̃ = GLQG
−1
L . (3.10)

进一步, 如果 Ṽ 满足

Ṽ = GLV, (3.11)

那么 P̃ = ṼxṼ
−1 和 Q̃ = Ṽ JTṼ −1 满足 (3.10).

证明 (3.5) 可给出

Γjk,x = H∗
jKJHk, Γjk,y =

1

λ̄jλk
H∗
jKQHk. (3.12)

由定义 (3.10) 可得

(λJ + P̃ )G−G(λJ + P )−Gx = 0,

λ−1Q̃G− λ−1GQ−Gy = 0
(3.13)

对一切 λ 成立, 于是 (3.3) 成立.
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Ṽ JTṼ −1 = GLQG
−1
L 显然成立, 于是只需证明 ṼxṼ

−1 = P − [J,G1]. 在 (3.13) 的第一个方程

Gx +G(λJ + P ) = (λJ + P − [J,G1])G (3.14)

中取 λ = 0, 有

GL,x +GLP = (P − [J,G1])GL. (3.15)

另一方面, 对 (3.11) 求导得

GL,x +GLP = ṼxṼ
−1GL. (3.16)

所以成立 ṼxṼ
−1 = P − [J,G1]. 引理证毕.

由此引理可知, 在不考虑对称性 (3.2) 时, (3.6) 给出的是一个 Darboux 矩阵.

4 考虑对称性时的 Darboux 变换

对具体的可积系统,我们必须考虑对称性, 这里要求变换后的 Ṽ 满足 (3.2). 对于不同的 N 和 M ,

构造 Darboux 矩阵的方法是不同的.

情形 1 N = 2p+ 1.

取非零实数 µ 及 Lax 对 (2.1) 当 λ = µ 时的实列向量解 H. 令 L = 2p + 1, λj = ωj−1µ,

Hj = Ωj−1H (j = 1, . . . , 2p+ 1). 按 (3.6) 构造 G(λ).

情形 2 N = 4p+ 2 且 M 是偶数.

取非零实数 µ 及 Lax 对 (2.1) 当 λ = µ 时的 M ×M/2 实矩阵解 H, 使之满足 HTKΩ2p+1H = 0

(这由引理 2.3(v) 保证). 令 L = 2p + 1, λj = ω2j−2µ, Hj = Ω2j−2H (j = 1, . . . , 2p + 1). 按照 (3.6) 构

造 G(λ).

情形 3 N = 4p 且 M 是偶数.

取非零实数 µ及辅助 Lax对 (2.13)当 λ = µ时的M×M/2实矩阵解 H,使之满足 HTΘKΘΩ2pH

= 0 (这由引理 2.3(v) 和 2.3(vi) 保证). 这时, ΘH 是 Lax 对 (2.1) 当 λ = θµ 时的解. 令 L = 2p,

λj = θω2j−2µ, Hj = ΘΩ2j−2H (j = 1, . . . , 2p). 按照 (3.6) 构造 G(λ).

注意, 上述取法的理由可参见文献 [25]. 对 N 是偶数且 M 是奇数的情形, 我们尚无法构造 Dar-

boux 变换.

对情形 2 和 3, N 和 M 均为偶数, 且 L = N/2. 定理 4.1 的证明中需要用到下述两个引理.

引理 4.1 对情形 2 和 3, 成立

G(λa)Ha = 0, G(−λ̄a)ΩN/2H̄a = 0, a = 1, . . . ,
N

2
. (4.1)

证明 由 Γjk 的定义得

G(λa)Ha =

N/2∏
l=1

(λa + λ̄l)

(
Ha −

N/2∑
j,k=1

HjΓ̌jkH
∗
kKHa

λa + λ̄k

)

=

N/2∏
l=1

(λa + λ̄l)

(
Ha −

N/2∑
j,k=1

HjΓ̌jkΓka

)
= 0. (4.2)

874



中国科学 : 数学 第 48 卷 第 6 期

情形 2 的条件 HTKΩ2p+1H = 0 和情形 3 的条件 HTΘKΘΩ2pH = 0 均给出 HT
a KΩN/2Ha = 0

(a = 1, 2, . . . , N/2), 因此,

G(−λ̄a)ΩN/2H̄a = −
N/2∏
l=1
l̸=a

(−λ̄a + λ̄l)

N/2∑
j=1

HjΓ̌jkH
∗
kKΩN/2H̄k = 0. (4.3)

引理证毕.

引理 4.2 对情形 2 和 3, 设 (Γjk)N×N 非退化, 又设

∆(λ) =

N/2−1∑
j=0

∆jλ
j (4.4)

是以 M ×M 矩阵为系数的 λ 的不超过 N/2− 1 次多项式, 并且满足

∆(λk)Hk = 0, ∆(−λ̄k)ΩN/2H̄k = 0, k = 1, . . . ,
N

2
, (4.5)

那么 ∆(λ) ≡ 0.

引理 4.2 证明类似于文献 [26, 引理 4], 这里略去.

下面证明第 3 节中构造的 Darboux 变换在情形 1–3 均保持 V 的对称性.

定理 4.1 在上述三种情形, G 满足

G(−λ̄)∗KG(λ) =

(µ4p+2 − λ4p+2)K, 情形 1 和 2,

(λ2p − µ2p)2K, 情形 3,
(4.6)

ΩG(λ)Ω−1 = (−1)N−1G(ωλ), (4.7)

G(λ̄) = G(λ). (4.8)

从而, Ṽ = cG(0)V 满足

¯̃
V = Ṽ , ΩṼ Ω−1 = ±(−1)N−1Ṽ , Ṽ TKṼ = K, (4.9)

其中

c =

µ−2p−1, 情形 1 和 2,

µ−2p, 情形 3,

且 ± 的取法同 V 满足的对称性 (2.8) 中的相同.

证明 使得 (4.6) 成立所需的对称性已隐含在 G 的构造 (3.6) 中. 由 Γ∗ = Γ 得到 Γ̌∗ = Γ̌, 由此

即可直接验证 (4.6).

下面证明 (4.7).

情形 1 由 ωλk = λk+1 和 ΩHk = Hk+1 得到 Γj+1,k−1 = ωΓjk. 记 C1 = (δj,k−1)16j,k62p+1, 则

C1ΓC1 = ωΓ. 所以 C1Γ̌C1 = ωΓ̌, 即 Γ̌j+1,k−1 = ωΓ̌jk. 注意到 N 是奇数时我们总取 m = 2, 通过直接

计算即可验证 (4.7).

情形 2 由 ω2p+1 = −1 得
∆(λ) = ΩG(λ) +G(ωλ)Ω (4.10)
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是 λ 的不超过 L− 1 = 2p 次多项式. 注意到

ωλa = ω2a−1µ = −ω2a−2p−2µ = −λ̄p+2−a,

ΩHa = Ω2a−1H = Ω2p+1Ω2a−2p−2H = Ω2p+1H̄p+2−a,

− ωλ̄a = −ω−2a+3µ = ω2p−2a+4µ = λp+3−a,

ΩΩ2p+1H̄a = Ω2p−2a+4H = Hp+3−a,

由引理 4.1 可得

ΩG(λa)Ha = 0, G(ωλa)ΩHa = G(−λ̄p+2−a)Ω
2p+1H̄p+2−a = 0,

ΩG(−λ̄a)Ω2p+1H̄a = 0, G(−ωλ̄a)ΩΩ2p+1H̄a = G(λp+3−a)Hp+3−a = 0.
(4.11)

于是, ∆(λa)Ha = 0, ∆(−λ̄a)Ω2p+1H̄a = 0 (k = 1, . . . , 2p+ 1). 由引理 4.2 得 ∆(λ) = 0.

情形 3 由 ω2p = −1 得到由 (4.10) 定义的 ∆(λ) 是 λ 的不超过 L− 1 = 2p− 1 次多项式. 现在

ωλa = θω2a−1µ = −θ̄ω2a−2pµ = −λ̄p+1−a,

ΩHa = ΘΩ2a−1H = Θ̄Ω2pΩ2a−2pH = Ω2pH̄p+1−a,

− ωλ̄a = −θ̄ω−2a+3µ = θω2p−2a+2µ = λp+2−a,

ΩΩ2pH̄a = ΘΩ2p−2a+2H = Hp+2−a,

(4.12)

由引理 4.1 知,

ΩG(λa)Ha = 0, G(ωλa)ΩHa = G(−λ̄p+1−a)Ω
2pH̄p+1−a = 0,

ΩG(−λ̄a)Ω2pH̄a = 0, G(−ωλ̄a)ΩΩ2pH̄a = G(λp+2−a)Hp+2−a = 0.
(4.13)

于是 ∆(λa)Ha = 0, ∆(−λ̄a)Ω2pH̄a = 0 (k = 1, . . . , 2p). 由引理 4.2 得 ∆(λ) = 0.

下面再证明 (4.8).

在情形 1 时, 由 λ̄k = λ2−k 和 H̄k = H2−k 得到 Γ̄jk = Γ2−j,2−k. 记 C2 = (δj,2−k)16j,k62n−1, 则

Γ̄ = C2ΓC
−1
2 , 从而 ¯̌Γ = C2Γ̌C

−1
2 , 即 ¯̌Γjk = Γ̌2−j,2−k. 由此可直接验证 (4.8) 成立.

在情形 2 时成立

λ̄a = ω−2a+2µ = λ2−a, H̄a = Ω−2a+2H = H2−a, (4.14)

而在情形 3 时成立

λ̄a = −ω2pλa = −λ̄p+a, H̄a = Ω2pΩ2pHa = Ω2pH̄p+a. (4.15)

与 (4.7) 的证明类似可得 ∆(λ) = G(λ̄)−G(λ) ≡ 0.

至此, 完成了 (4.6)–(4.8) 的证明. 由这三个等式可得

G(0) = G(0), ΩG(0)Ω−1 = (−1)N−1G(0), G(0)∗KG(0) =

µ4p+2K, 情形 1 和 2,

µ4pK, 情形 3,
(4.16)

所以 Ṽ 满足对称性 (4.9). 定理证毕.
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在 Kac-Moody 代数为 A
(2)
2n、C

(1)
n 或 D

(2)
l+1 时, M = N , 即 r1 = r2 = · · · = rN = 1, 这时 V 的形

式可由对称性 (2.8) 唯一确定, 从而由定理 4.1 得出, Darboux 变换将相应的二维仿射 Toda 方程的一

个已知解变到一个新的解, 而对其他的 Kac-Moody 代数, 存在 rj > 1, 这时还需进一步考虑更多的对

称性.
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