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第十四章

坐标变换、参数方程和极坐标方程
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　　曲线的参数方程和极坐标方程是解析几何中两类特定形式的曲线

方程，而坐标变换则是简化曲线方程的一个工具．在本章中，我们将介绍
坐标系的平移和旋转，让学生能应用坐标变换化简曲线方程并研究其性

质，能掌握参数方程和极坐标方程的相关概念与结论．

１４．１　坐标轴的平移
（ＰａｒａｌｌｅｌＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆＣｏｏｒｄｉｎａｔｅ）

　　点的坐标和曲线的方程是相对一定的坐标系来说的．
例如，如图１４ １，圆Ｏ′的圆心Ｏ′在坐标系ｘＯｙ中的坐标是（２，１），

圆Ｏ′的方程是（ｘ－２）２＋（ｙ－１）２＝３２；如果取坐标系ｘ′Ｏ′ｙ′（Ｏ′ｘ′∥
Ｏｘ，Ｏ′ｙ′∥Ｏｙ），那么在这个坐标系中，Ｏ′的坐标就为（０，０），并且圆Ｏ′
的方程是ｘ′２＋ｙ′２＝３２．

图１４ １
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定义　坐标轴的方向和长度单位都不改变，只改变原点的位置，这种
坐标系的变换叫做坐标轴的平移（ｐａｒａｌｌｅｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ），简
称移轴（ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｘｉｓ）．
从上面的例子我们看到，通过坐标系的平移可以使曲线方程简化，

有利于研究曲线的性质．
下面研究在平移情况下，同一个点在两个不同的坐标系中坐标之间

的关系．
设Ｏ′在原坐标系ｘＯｙ中的坐标为（ｈ，ｋ），即 →ＯＯ′＝（ｈ，ｋ），以Ｏ′为

原点平移坐标轴，建立新坐标系ｘ′Ｏ′ｙ′．平面内任意一点Ｍ在原坐标系
中的坐标为（ｘ，ｙ），在新坐标系中的坐标为（ｘ′，ｙ′），即 →ＯＭ ＝（ｘ，ｙ），
→Ｏ′Ｍ ＝（ｘ′，ｙ′），由 →ＯＭ ＝ →ＯＯ′＋ →Ｏ′Ｍ，得（ｘ，ｙ）＝（ｈ，ｋ）＋
（ｘ′，ｙ′）＝（ｘ′＋ｈ，ｙ′＋ｋ），因此，点Ｍ的原坐标、新坐标之间，有下面
的关系：

ｘ＝ｘ′＋ｈ，　　ｙ＝ｙ′＋ｋ． ①

或者写成　 ｘ′＝ｘ－ｈ，　　ｙ′＝ｙ－ｋ． ②

公式①、②叫做平移公式（ｆｏｒｍｕｌａｏｆｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ）．
例１　平移坐标轴，把原点平移到Ｏ′（２，－３）．求：
（１）点Ｐ（－２，３）的新坐标；
（２）点Ｑ的新坐标是（０，２），求Ｑ的原坐标；
（３）曲线ｘ２＋ｙ２－４ｘ＋６ｙ－３＝０在新坐标系下的方程；

（４）曲线ｘ′
２

４
＋ｙ
′２

５
＝１在原坐标系中的方程．

解　（１）把点Ｐ的原坐标分别代入ｘ′＝ｘ－２，ｙ′＝ｙ＋３，便得到
它的新坐标为：ｘ′＝－４，ｙ′＝６，即点Ｐ的新坐标为（－４，６）．
（２）把点Ｑ的新坐标分别代入ｘ＝ｘ′＋２，ｙ＝ｙ′－３，便得到点Ｑ
的原坐标为（２，－１）．
（３）因为坐标系的改变，曲线上每一点的坐标都相应的改变，所以
曲线的方程也要改变．设曲线上任意一点的新坐标为（ｘ′，ｙ′），那么ｘ＝
ｘ′＋２，ｙ＝ｙ′－３．
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代入原方程，就得到新方程：ｘ′２＋ｙ′２＝１６．
（４）将移轴公式ｘ′＝ｘ－２，ｙ′＝ｙ＋３代入新方程，得曲线在原坐标
系中的方程：

（ｘ－２）２

４
＋
（ｙ＋３）２

５
＝１．

例２　平移坐标轴，化简下列方程：
（１）ｘ２＋ｙ２－４ｘ＝０；　　（２）４ｘ２－９ｙ２＋１６ｘ－５４ｙ－２９＝０．
解　（１）配方得　（ｘ－２）２＋ｙ２＝２２，设ｘ′＝ｘ－２，ｙ′＝ｙ，得曲

线的新方程为ｘ′２＋ｙ′２＝２２．
（２）把ｘ＝ｘ′＋ｈ，ｙ＝ｙ′＋ｋ代入方程，得

４（ｘ′＋ｈ）２－９（ｙ′＋ｋ）２＋１６（ｘ′＋ｈ）－５４（ｙ′＋ｋ）－２９＝０，

即

４ｘ′２－９ｙ′２＋（８ｈ＋１６）ｘ′－（１８ｋ＋５４）ｙ′＋

　４ｈ２－９ｋ２＋１６ｈ－５４ｋ－２９＝０． ①

令８ｈ＋１６＝０，１８ｋ＋５４＝０，解得ｈ＝－２，ｋ＝－３．

代入①，得新曲线方程ｙ
′２

４
－
ｘ′２

９
＝１．

例３　求下列各曲线的顶点和焦点的坐标、准线方程及双曲线的渐
近线方程．
（１）１６ｘ２－９ｙ２＋３２ｘ＋３６ｙ－１６４＝０；　（２）ｙ＝ｘ２－４ｘ＋２．
解　（１）把原方程左边配方，得１６（ｘ＋１）２－９（ｙ－２）２＝１４４．
令ｘ′＝ｘ＋１，ｙ′＝ｙ－２，则１６ｘ′２－９ｙ′２＝１４４．即

ｘ′２

９
－ｙ
′２

１６
＝１．

方程的曲线是双曲线．ａ＝３，ｂ＝４，ｃ＝ ９＋槡 １６＝５．
在新坐标系ｘ′Ｏ′ｙ′中，顶点坐标是（－３，０），（３，０），焦点坐标是

（－５，０），（５，０），准线方程是ｘ′＝±
９
５
，渐近线方程是ｙ′＝±

４
３
ｘ′；
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在原坐标系ｘＯｙ中，顶点坐标是（－４，２），（２，２），焦点坐标是

（－６，２），（４，２），准线方程是ｘ＝－
１４
５
和ｘ＝

４
５
，渐近线方程是４ｘ－

３ｙ＋１０＝０和４ｘ＋３ｙ－２＝０．
（２）把原方程配方得ｙ＋２＝（ｘ－２）２．
令ｘ′＝ｘ－２，ｙ′＝ｙ＋２，则ｘ′２＝ｙ′．方程的曲线是抛物线且

ｐ＝
１
２
．

在新坐标系ｘ′Ｏ′ｙ′中，顶点坐标是（０，０），焦点坐标是 ０，
１（ ）４ ，准

线方程是ｙ′＝－
１
４
；

在原坐标系ｘＯｙ中，顶点坐标是（２，－２），焦点坐标是 ２，－
７（ ）４ ，

准线方程是ｙ＝－
９
４

櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏
櫏
櫏
櫏
櫏
櫏
櫏
櫏

櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏
櫏
櫏
櫏
櫏
櫏
櫏
櫏

殽

殽殽

殽

．

 $%&$%&$%&$%&

　　１利用移轴公式化简曲线方程通常有配方法
和待定系数法两种，它们各有什么优势与不足？

２利用移轴公式将二次曲线ｆ（ｘ，ｙ）＝
Ａｘ２＋Ｂｘｙ＋Ｃｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０化简后，其二次项系数，一
次项系数和常数项有何变化？最简表达式可化为怎样的形式？

 $%)$%)$%)$%)

１平移坐标轴，把原点移到Ｏ′，求下列各曲线的
新方程，并画出新坐标轴和图形．
（１）ｘ＝４，Ｏ′（２，３）；

（２）２ｘ－３ｙ＝５，Ｏ′（１，２）；
（３）ｘ２＋ｙ２＋４ｘ－２ｙ＝０，Ｏ′（－２，１）；
（４）ｘ２＋２ｘ－ｙ＋３＝０，Ｏ′（－１，２）．
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２平移坐标轴化简方程：
（１）ｘ２＋ｙ２－４ｘ＋６ｙ－３＝０；
（２）２ｘ２＋ｙ２－４ｘ＋６ｙ－５＝０；
（３）４ｘ２－９ｙ２＋１６ｘ－３６ｙ＋１６＝０；
（４）ｙ２－６ｙ＋６ｘ＋２４＝０．
３求下列曲线的焦点坐标和对称轴方程．
（１）ｘ２＋２ｙ２＋２ｘ－４ｙ－７＝０；
（２）４ｘ２－ｙ２－８ｘ＋４ｙ－８＝０；
（３）ｘ２－８ｘ＋４ｙ＝０．
４已知双曲线两顶点的坐标是（２，１）和（２，－５），虚轴长为８，求双
曲线的方程．

５椭圆
（ｘ＋２）２

４
＋ｙ

２

２
＝１的中心在直线３ｘ－ｙ＋６＝０上滑动，且

保持对称轴平行移动，求中心滑到什么位置时，椭圆与直线ｘ＋ｙ－６＝０

相交所得的弦长为
４槡２
３
．

６已知双曲线４ｘ２－９ｙ２－８ｘ－１８ｙ＝ｍ的焦距为１０，求ｍ的值．

７已知△ＡＢＣ的两个顶点Ａ、Ｂ是椭圆
（ｘ－２）２

１３２
＋
（ｙ＋１）２

５２
＝１

的两个焦点，顶点Ｃ在抛物线ｙ＝ｘ２＋１移动．求△ＡＢＣ的重心轨迹
方程．

１４．２　坐标轴的旋转变换
（ＲｏｔａｔｉｏｎＭａｐｐｉｎｇｏｆｔｈｅ
ＣｏｏｒｄｉｎａｔｅＳｙｓｔｅｍ）

　　我们已经学过坐标轴的平移，现在来讨论坐标轴旋转时，同一点的
坐标间的关系．
如果坐标轴的原点和长度单位都不变，只是坐标轴按同一方向绕原
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点旋转同一角度，这种坐标系的变换叫做坐标轴的旋转（ｒｏｔａｔｉｏｎｏｆｔｈｅ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅａｘｅｓ），简称转轴（ｒｏｔａｔｉｏｎｏｆａｘｅｓ）．

图１４ ２

下面来求转轴时的坐标变换公式．
设坐标轴旋转角为θ．如图１４ ２，
设ｅ１、ｅ２分别是ｘ轴、ｙ轴的单位正

向量，ｅ′１、ｅ′２分别是ｘ′轴、ｙ′轴的单位正向
量，则有

ｅ′１＝（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）＝ｅ１ｃｏｓθ＋ｅ２ｓｉｎθ，

ｅ′２＝ ｃｏｓθ＋π（ ）２ ，ｓｉｎθ＋π（ ）（ ）２

＝－ｅ１ｓｉｎθ＋ｅ２ｃｏｓθ． ①

在平面内任取一点Ｍ，它在坐标系ｘＯｙ和ｘ′Ｏ′ｙ′中的坐标分别为
（ｘ，ｙ）和（ｘ′，ｙ′），即

→ＯＭ ＝ｘｅ１＋ｙｅ２，　
→ＯＭ ＝ｘ′ｅ′１＋ｙ′ｅ′２． ②

将①式代入②式得

ｘｅ１＋ｙｅ２＝（ｘ′ｃｏｓθ－ｙ′ｓｉｎθ）ｅ１＋（ｘ′ｓｉｎθ＋ｙ′ｃｏｓθ）ｅ２，

从而可以得到　　　　　
ｘ＝ｘ′ｃｏｓθ－ｙ′ｓｉｎθ，

ｙ＝ｘ′ｓｉｎθ＋ｙ′ｃｏｓθ｛ ．
③

由③解出ｘ′，ｙ′，得　　　　
ｘ′＝ｘｃｏｓθ＋ｙｓｉｎθ，

ｙ′＝－ｘｓｉｎθ＋ｙｃｏｓθ｛ ．
④

公式③是用新坐标表示原坐标的旋转变换公式，公式④是用原坐标
表示新坐标的旋转变换公式，统称旋转（转轴）公式（ｒｏｔａｔｉｏｎｆｏｒｍｕｌａｏｆ
ａｘｅｓ）．
公式④也可在③中以－θ代替θ来得到．公式③，④还可用矩阵形式

写成

ｘ（）ｙ ＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθ 　ｃｏｓ（ ）θ ｘ′

ｙ（ ）′ ， ○３′
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ｘ′
ｙ（ ）′ ＝

　ｃｏｓθ ｓｉｎθ
－ｓｉｎθ ｃｏｓ（ ）θ ｘ（）ｙ ． ○４′

例１　把坐标轴旋转
π
３
，求点Ｐ（－槡３，１）在新坐标系中的坐标．

解　把θ＝π３
代入公式④，得

ｘ′＝－槡３·ｃｏｓπ
３
＋１·ｓｉｎπ

３
＝０，

ｙ′＝－（－槡３）·ｓｉｎπ３＋
１·ｃｏｓπ

３
＝２

烅

烄

烆 ．

点Ｐ在新坐标系中的坐标是（０，２）．

例２　将坐标轴旋转
π
４
，求曲线２ｘｙ＝ａ２在新坐标系中的方程，并

图１４ ３

画图．

解　把θ＝ π４
代入公式③，得

ｘ＝ｘ′ｃｏｓπ
４
－ｙ′ｓｉｎπ４ ＝

槡２
２
ｘ′－槡２

２ｙ
′，

ｙ＝ｘ′ｓｉｎπ４＋ｙ
′ｃｏｓπ

４
＝槡２
２
ｘ′＋槡２

２ｙ
′．

代入方程，得新坐标系中的方程为

ｘ′２－ｙ′２＝ａ２．
它是一条等轴双曲线，其图形如图１４ ３所示．
从上例可以看出，把坐标轴旋转一个适当的角度，可以简化二元二

次方程

Ａｘ２＋Ｂｘｙ＋Ｃｙ２＋Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０（Ｂ≠０）， ⑤

使新方程没有ｘ′ｙ′项．如何选择旋转角呢？下面我们利用旋转公式③来
研究这个问题．
将公式③代入方程⑤，可得

Ａ′ｘ′２＋Ｂ′ｘ′ｙ′＋Ｃ′ｙ′２＋Ｄ′ｘ′＋Ｅ′ｙ′＋Ｆ′＝０， ○５′
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其中　Ａ′＝Ａｃｏｓ２θ＋Ｂｓｉｎθｃｏｓθ＋Ｃｓｉｎ２θ，

Ｂ′＝－２Ａｓｉｎθｃｏｓθ＋Ｂ（ｃｏｓ２θ－ｓｉｎ２θ）＋２Ｃｓｉｎθｃｏｓθ，

Ｃ′＝Ａｓｉｎ２θ－Ｂｓｉｎθｃｏｓθ＋Ｃｃｏｓ２θ，

Ｄ′＝Ｄｃｏｓθ＋Ｅｓｉｎθ，

Ｅ′＝－Ｄｓｉｎθ＋Ｅｃｏｓθ．

为了使Ｂ′＝０，则得Ｂｃｏｓ２θ＝（Ａ－Ｃ）ｓｉｎ２θ，只要取θ满足下式就
可以了，

ｃｏｔ２θ＝
Ａ－Ｃ
Ｂ

． ⑥

即取满足公式⑥的角θ，作旋转变换，就可以使方程○５′中没有
ｘ′ｙ′项．
由于旋转公式里只用到ｓｉｎθ和ｃｏｓθ的值，所以可以由三角恒等式

来计算ｓｉｎθ，ｃｏｓθ．

例３　利用坐标轴的旋转化简方程２ｘ２－槡３ｘｙ＋ｙ２＝１０，并画出它
的图形．

图１４ ４

解　ｃｏｔ２θ＝
２－１
－槡３

＝－槡３
３
，所以

ｃｏｓ２θ＝ －槡３／３
１＋１／槡 ３

＝－
１
２
，

ｓｉｎθ＝
１＋１／２槡２

＝槡３
２
，

ｃｏｓθ＝
１－１／２槡２

＝
１
２
．

因此旋转公式是ｘ＝
ｘ′－槡３ｙ′
２
，　ｙ＝槡３ｘ′＋ｙ′２

．

代入原方程，化简得标准方程是
ｘ′２

２０
＋ｙ
′２

４
＝１．它是一个椭圆，图形
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如图１４ ４所示

櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏
櫏
櫏
櫏
櫏
櫏

櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏櫏
櫏
櫏
櫏
櫏
櫏

殽

殽殽

殽
．

 $%&$%&$%&$%&

　　１化简二元二次方程Ａｘ２＋Ｂｘｙ＋Ｃｙ２＋
Ｄｘ＋Ｅｙ＋Ｆ＝０，通常有哪些步骤？

２通过坐标轴的旋转化简二元二次方程⑤为
方程○５′，其二次项系数与常数项变化有何特征？

 $%)$%)$%)$%)
１设旋转角θ＝－ π４

，求新坐标系中的两点

Ａ（－３，２），Ｂ（２，０）在原坐标系中的坐标．

２设旋转角θ＝π６
，求原坐标系中的两点Ｃ（２，－１），Ｄ（０，２）在新

坐标系中的坐标．
３按所给的角θ旋转坐标轴，变换下列各方程：

（１）ｘ＋ｙ＝０，θ＝
π（ ）４ ；

（２）ｘ－２ｙ＝０，θ＝－
π（ ）２ ；

（３）ｘ２＋ｙ２＝４，θ＝
π（ ）６ ；

（４）ｘ２－２槡３ｘｙ＋３ｙ２＝８，θ＝－π（ ）３ ．

４利用坐标轴的旋转，化简下列方程，使其不含ｘ′ｙ′项．
（１）ｘ２＋２ｘｙ＋ｙ２－２槡２ｘ＋２槡２ｙ＝０；
（２）２ｘ２＋４ｘｙ＋５ｙ２－２２＝０；
（３）ｘ２＋４ｘｙ＋ｙ２＝１６；

（４）２１ｘ２－１０槡３ｘｙ＋３１ｙ２＝１４４．

５设ｆ（ｘ，ｙ）＝３ｘ２－２槡３ｘｙ＋５ｙ２．
（１）求旋转角θ，使ｆ（ｘ，ｙ）化简后不含ｘ′ｙ′项；
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（２）作出ｆ（ｘ，ｙ）＝２４在ｘＯｙ平面上的图象；

（３）对（ｘ，ｙ）≠（０，０），求ｇ（ｘ，ｙ）＝ｆ
（ｘ，ｙ）
ｘ２＋ｙ２

的最大值和最小值．

１４．３　曲线的参数方程
（ＰａｒａｍｅｔｒｉｃＥｑｕａｔｉｏｎｏｆａＣｕｒｖｅ）

　　前面我们所研究过的曲线方程Ｆ（ｘ，ｙ）＝０，都是表示曲线上任意
一点ｘ、ｙ之间的直接关系的．但是在解决某些问题时，对于曲线上任意
点Ｍ（ｘ，ｙ），它们的坐标ｘ与ｙ的直接关系往往不容易发现，而通过第
三个变数间接地表示ｘ、ｙ之间的关系却比较方便．下面我们看一个
例子：

设炮弹的发射角为α，发射初速度为ｖ０，求弹道曲线的方程（不计空

图１４ ５

气阻力）．
取炮口为原点，水平方向为ｘ

轴，建立直角坐标系（如图１４ ５），
设 炮 弹 发 射 后 的 位 置 在 点

Ｍ（ｘ，ｙ）．
可以看出，点Ｍ运动的特征难

以用ｘ、ｙ之间的直接关系表达出

来，但是点Ｍ（ｘ，ｙ）的位置明显地被炮弹飞行的时间ｔ所确定．事实上，
由物理学知识可知，此时炮弹在 →Ｏｘ方向上是以ｖ０ｃｏｓα为初速度作匀速

直线运动，在Ｏ→ｙ方向上是以ｖ０ｓｉｎα为初速度作竖直向上抛物运动．于是

ｘ＝ｖ０ｃｏｓα·ｔ，

ｙ＝ｖ０ｓｉｎα·ｔ－
１
２ｇ
ｔ２

烅
烄

烆 ．
①

其中ｇ是重力加速度（取９．８米／秒２）．当ｔ取定某个允许值时，由方程组

①就可以唯一地确定此刻炮弹的确切位置．如上，这种通过引入一个辅
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助变量ｔ，间接地建立ｘ、ｙ之间的关系的做法，不仅十分自然，而且具有
实际意义．如方程组①中的两个方程就分别反映了炮弹的水平距离、高
度和时间的关系．由此可见，方程组①实际上表示出了炮弹运行的弹道
曲线．
一般地，在平面直角坐标系中，如果曲线Ｃ上任意一点的坐标ｘ、ｙ

都是第三个变量ｔ的函数，即

ｘ＝ｆ（ｔ），

ｙ＝ｇ（ｔ
烅
烄
烆 ），

　　（ｔ∈Ｄ） ②

并且对于ｔ的每一个允许值，由方程组②所确定的点Ｍ（ｘ，ｙ）都在曲线
Ｃ上，那么方程组②就叫做曲线Ｃ的参数方程（ｐａｒａｍｅｔｒｉｃｅｑｕａｔｉｏｎ），ｔ叫
做参变数（ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ），简称参数．
相对于参数方程来说，前面学过的直接给出曲线上点的坐标ｘ、ｙ间

关系的方程Ｆ（ｘ，ｙ）＝０叫做曲线的普通方程．
求曲线的参数方程时，关键是选择恰当的参数．

例１　写出经过定点Ｐ（２，３），且倾斜角为
２π
３
的直线ｌ的参数方程．

解　因为直线ｌ的倾斜角为
２π
３
，而 ｃｏｓ２π

３
，ｓｉｎ２π（ ）３ ＝ －

１
２
，槡３（ ）２ ，

所以ｄ→＝（－１，槡３）是ｌ的一个方向向量．
又因为直线ｌ经过点Ｐ（２，３），所以直线ｌ的点方向式方程为

ｘ－２
－１

＝ｙ－
３
槡３
．

设比值为ｔ，得直线ｌ的参数方程为

ｘ＝２－ｔ，

ｙ＝３＋槡３ｔ
烅
烄
烆 ．

　　（ｔ∈Ｒ）

参数方程和普通方程是直角坐标系下曲线方程的不同表示形式，它

们都是表示曲线上点的坐标之间关系的．一般情况下，我们可以通过消
去参数方程中的参数，得出曲线的普通方程；也可以选择一个参数将普
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通方程变成参数方程的形式．
例２　把弹道曲线的参数方程

ｘ＝ｖ０ｔｃｏｓα，

ｙ＝ｖ０ｓｉｎα·ｔ－
１
２ｇ
ｔ２

烅
烄

烆
，

　③
　
　④

化为普通方程．
解　由③、④消去参数ｔ，得普通方程

ｙ＝－ ｇ
２ｖ２０ｃｏｓ２α

ｘ２＋
ｓｉｎα
ｃｏｓα
ｘ．　　 ０≤ｘ≤

ｖ２０ｓｉｎ２α（ ）ｇ

这里的ｖ０、α、ｇ都是确定值．可见炮弹运动的轨迹是抛物线的一部分．
曲线的参数方程与普通方程互化时，要注意两种方程中的变量ｘ、ｙ

的取值范围，使化成的普通方程与参数方程等价．
例３　将下列曲线的参数方程化为普通方程：

（１）
ｘ＝２＋３ｔ，

ｙ＝１－２ｔ｛ ；
　（ｔ∈Ｒ）　　（２）

ｘ＝ｓｉｎθ，

ｙ＝ｃｏｓ２θ｛ ；
　（θ为参数）

（３）
ｘ＝１－３ｔ－

１（ ）ｔ ，
ｙ＝－１＋２ｔ＋

１（ ）ｔ
烅

烄

烆 ；
　（ｔ为参数）

（４）
ｘ＝１＋ｃｏｓθ，

ｙ＝ｓｉｎθ＋ｔａｎθ｛ ．
　 θ为参数，０＜θ＜

π（ ）２
解　（１）由参数方程第一式乘２与第二式乘３相加，得

２ｘ＋３ｙ＝２（２＋３ｔ）＋３（１－２ｔ）＝７，

因此所求的普通方程为２ｘ＋３ｙ－７＝０．
（２）将参数方程中的第一个式子代入第二个式子，得ｙ＝１－

２ｓｉｎ２θ＝１－２ｘ２，
由ｘ＝ｓｉｎθ∈［－１，１］，得ｘ２ ∈［０，１］，从而ｙ＝１－２ｘ２ ∈

［－１，１］．
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因此，所求的普通方程为ｙ＝－２ｘ２＋１．　（－１≤ｘ≤１）
（３）由题设得

（ｘ－１）２

９
＝ｔ２＋

１
ｔ２
－２，　
（ｙ＋１）２

４
＝ｔ２＋

１
ｔ２
＋２．

两式相减得
（ｘ－１）２

９
－
（ｙ＋１）２

４
＝－４，所以这条曲线的普通方程为

（ｙ＋１）２

１６
－
（ｘ－１）２

３６
＝１．

（４）因ｙ＝（１＋ｃｏｓθ）ｔａｎθ＝ｘｔａｎθ，即ｔａｎθ＝ｙｘ
．所以

ｙ－ｙｘ ＝
ｓｉｎθ．

又ｘ－１＝ｃｏｓθ，消去参数得 ｙ－ｙ（ ）ｘ
２
＋（ｘ－１）２＝１，即

（ｘ２＋ｙ２）（ｘ－１）２＝ｘ２．

由０＜θ＜
π
２
，得０＜ｃｏｓθ＜１，从而１＜ｘ＜２，同理ｙ＞０．故所

求普通方程为

（ｘ２＋ｙ２）（ｘ－１）２＝ｘ２．　（１＜ｘ＜２，ｙ＞０）

例４　将曲线的普通方程ｘ２＋９ｙ２＝４分别按以下参数化为参数
方程．
（１）设ｘ＝２ｃｏｓθ；（２）设ｘ＝ｔｙ＋２．
解　（１）将ｘ＝２ｃｏｓθ代入ｘ２＋９ｙ２＝４，得９ｙ２＝４ｓｉｎ２θ．

取ｙ＝
２
３
ｓｉｎθ（０≤θ＜２π），故ｘ２＋９ｙ２＝４的参数方程为

ｘ＝２ｃｏｓθ，

ｙ＝
２
３
ｓｉｎθ

烅
烄

烆
．
　　（０≤θ＜２π）

（２）将ｘ＝ｔｙ＋２代入ｘ２＋９ｙ２＝４，得（ｔ２＋９）ｙ２＋４ｔｙ＝０，
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解得 ｙ＝０或ｙ＝－
４ｔ
９＋ｔ２

．

对ｔ∈Ｒ将ｙ＝－
４ｔ
９＋ｔ２
代入ｘ＝ｔｙ＋２，得ｘ＝

１８－２ｔ２

９＋ｔ２
．又

ｘ＝－２＋
３６
９＋ｔ２

≠－２．

故参数方程为

ｘ＝
１８－２ｔ２

９＋ｔ２
，

ｙ＝－
４ｔ
９＋ｔ

烅

烄

烆 ２

（ｔ∈Ｒ）和
ｘ＝－２，

ｙ＝０｛ ．

上例表明，同一条曲线的普通方程，因参数选择的不同，其参数方程

也不同．

 $%)$%)$%)$%)
１写出经过定点Ｐ（１，２），且倾斜角为π

３
的直线ｌ

的参数方程．

２参数方程
ｘ＝３ｃｏｓθ，

ｙ＝３ｓｉｎθ｛ ，
　θ∈［０，２π］与

ｘ＝３ｃｏｓθ，

ｙ＝３ｓｉｎθ｛ ，
　θ∈

［０，π］是否表示同一曲线？为什么？

３一木棒ＡＢ的两端Ａ、Ｂ各在相互垂直的两杆上滑动，且ＡＢ＝
１０ｃｍ，求ＡＢ的中点Ｐ的轨迹的参数方程．

４边长为２的正三角形ＡＢＣ的顶点Ａ、Ｂ分别在ｙ轴的正半轴（包
括坐标原点）、ｘ轴的正半轴（包括坐标原点）上移动，求顶点Ｃ的轨迹的
参数方程（Ａ、Ｂ、Ｃ按逆时针方向排列）．
５化下列参数方程为普通方程，并画出图形．

（１）
ｘ＝３＋ｔ，

ｙ＝４－槡３ｔ
烅
烄
烆 ；

　（ｔ∈Ｒ）　　　（２）
ｘ＝ｔ２－ｔ，

ｙ＝ｔ２＋２
烅
烄
烆 ；

　（ｔ∈Ｒ）

（３）
ｘ＝５ｃｏｓθ＋２，

ｙ＝３ｓｉｎθ－３｛ ；
　（θ∈［０，２π））
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（４）
ｘ＝２ｔ＋

１
ｔ
，

ｙ＝ｔ－
１
２ｔ

烅

烄

烆 ．
　（ｔ≠０）

６根据所给的条件，化下列方程为参数方程（ｔ和是参数）．
（１）４ｘ２＋ｙ２－１６ｘ＋１２＝０，　ｙ＝２ｓｉｎ；
（２）４ｘ２＋ｙ２＝１６，　ｙ＝ｔｘ＋４；

（３）ｘ
２
３ ＋ｙ

２
３ ＝２，　ｘ＝２槡２ｃｏｓ３；

（４）ｘ２－ｙ２＝４，　ｘ＝ｔ＋
１
ｔ
．

１４．４　直线与圆锥曲线的参数方程
（ＰａｒａｍｅｔｒｉｃＥｑｕａｔｉｏｎｓｏｆＬｉｎｅｓ

ａｎｄＣｏｎｉｃＳｅｃｔｉｏｎｓ）

　　下面我们进一步来研究直线、圆锥曲线的参数方程及其应用．

图１４ ６

１直线的参数方程
如图１４ ６，直线ｌ经过点Ｐ０（ｘ０，ｙ０），

ｌ的一个方向向量为ｄ→ ＝（ｕ，ｖ）．设Ｐ（ｘ，

ｙ）是ｌ上的任意一点，那么由
ｘ－ｘ０
ｕ ＝

ｙ－ｙ０
ｖ ＝ｔ，得直线ｌ的参数方程为

ｘ＝ｘ０＋ｕｔ，

ｙ＝ｙ０＋ｖｔ
烅
烄
烆 ．

　（ｔ∈Ｒ）

如果ｌ的倾斜角为α，那么ｌ的一个方向向量为（ｃｏｓα，ｓｉｎα）（０≤α＜

π）．此时，直线ｌ的参数方程可写成
ｘ＝ｘ０＋ｔｃｏｓα，

ｙ＝ｙ０＋ｔｓｉｎα
烅
烄
烆 ．

　（ｔ∈Ｒ）
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由于Ｐ０
→Ｐ＝（ｘ－ｘ０，ｙ－ｙ０）＝（ｔｃｏｓα，ｔｓｉｎα），所以｜ｔ｜＝

｜Ｐ０
→Ｐ｜，这是参数ｔ的几何意义．
例１　写出过点Ａ（１，２），倾斜角为１３５°的直线ｌ１的参数方程．若ｌ１

与ｌ２：ｙ＝２ｘ－４相交于点Ｂ．
（１）求｜ＡＢ｜；　　　（２）求点Ｂ的坐标．
解　（１）ｌ１的参数方程为

ｘ＝１＋ｔｃｏｓ１３５°，

ｙ＝２＋ｔｓｉｎ１３５°｛ ，
　（ｔ∈Ｒ）　即

ｘ＝１－
槡２
２
ｔ，

ｙ＝２＋
槡２
２
ｔ

烅

烄

烆 ．

（ｔ∈Ｒ） ①

欲求｜ＡＢ｜，由参数ｔ的几何意义，只要求出ｔ，则｜ＡＢ｜＝｜ｔ｜．把①
代入ｌ２的方程，得

２＋
槡２
２
ｔ＝２１－槡２

２（ ）ｔ－４，
解得 ｔ＝－

４槡２
３
，故｜ＡＢ｜＝｜ｔ｜＝

４槡２
３
．

（２）欲求点Ｂ的坐标，只要将ｔ＝－
４槡２
３
代入①，得

ｘ＝１＋槡２
２
·４槡２
３
＝
７
３
，

ｙ＝２＋
槡２
２
· －

４槡２（ ）３
＝
２
３

烅

烄

烆 ．

所以点Ｂ的坐标为
７
３
，２（ ）３ ．

例２　如图１４ ７，圆ｘ２＋ｙ２＝８内有一个点Ｐ０（１，２），ＡＢ为过Ｐ０
且倾斜角为α的弦．

（１）当α＝ π４
时，求｜ＡＢ｜；
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图１４ ７

（２）当弦ＡＢ 被Ｐ０平分时，写出直线

ＡＢ的方程．
解　由已知，直线ＡＢ的参数方程为

ｘ＝１＋ｔｃｏｓα，

ｙ＝２＋ｔｓｉｎα｛ ．
　（ｔ∈Ｒ）

把上式代入ｘ２＋ｙ２＝８，整理得ｔ２＋
２（ｃｏｓα＋２ｓｉｎα）ｔ－３＝０．
它显然有两个实根，记为ｔ１、ｔ２，由韦达

定理得

ｔ１＋ｔ２＝－２（ｃｏｓα＋２ｓｉｎα），　ｔ１·ｔ２＝－３．

（１）当α＝ π４
时，｜ＡＢ｜２＝｜ｔ１－ｔ２｜２＝（ｔ１＋ｔ２）２－４ｔ１ｔ２＝

２ｃｏｓπ
４
＋２ｓｉｎπ（ ）［ ］４

２
－４（－３）＝３０，所以｜ＡＢ｜＝ 槡３０．

（２）弦ＡＢ被点Ｐ０平分，当且仅当ｔ１＋ｔ２＝０且Δ＞０，即

２（ｃｏｓα＋２ｓｉｎα）＝０，ｔａｎα＝－
１
２
，即ＡＢ的斜率为－

１
２
，从而直

线ＡＢ的方程为

ｙ－２＝－
１
２
（ｘ－１），　即　ｘ＋２ｙ－５＝０．

２圆锥曲线的参数方程
（１）圆的参数方程．
设圆的标准方程为（ｘ－ａ）２＋（ｙ－ｂ）２＝ｒ２．（ｒ＞０）

由于　
ｘ－ａ（ ）ｒ

２
＋ ｙ－ｂ（ ）ｒ

２
＝１，所以令

ｘ－ａ
ｒ ＝ｃｏｓφ，

ｙ－ｂ
ｒ ＝ｓｉｎφ，

故圆的参数方程为
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ｘ＝ａ＋ｒｃｏｓφ，

ｙ＝ｂ＋ｒｓｉｎφ｛ ．
　（０≤φ＜２π为参数）

（２）椭圆的参数方程．

设椭圆的标准方程为
ｘ２

ａ２
＋ｙ

２

ｂ２
＝１．　（ａ＞ｂ＞０）

令ｘ＝ａｃｏｓφ，代入上式解得ｙ＝±ｂｓｉｎφ．由于ｙ＝ｂｓｉｎφ与ｙ＝
－ｂｓｉｎφ对０≤φ＜２π均表示相同的取值集合，故椭圆的参数方程为

ｘ＝ａｃｏｓφ，

ｙ＝ｂｓｉｎφ｛ ．
　（０≤φ＜２π，ａ＞ｂ＞０）

例３　设Ｐ为椭圆
ｘ２

ａ２
＋ｙ

２

ｂ２
＝１上任意一点，ＡＢ为椭圆过中心Ｏ的

一条弦．如果ＰＡ、ＰＢ与对称轴都不平行，求证：ＰＡ与ＰＢ的斜率的乘
积为定值．
证明　由于ＡＢ过中心Ｏ，所以 Ａ 与Ｂ 关于Ｏ 对称，故可设

Ａ（ａｃｏｓθ，ｂｓｉｎθ），Ｂ（－ａｃｏｓθ，－ｂｓｉｎθ），Ｐ（ａｃｏｓφ，ｂｓｉｎφ），则

ｋＰＡ ＝
ｂ（ｓｉｎφ－ｓｉｎθ）
ａ（ｃｏｓφ－ｃｏｓθ）

，　ｋＰＢ ＝
ｂ（ｓｉｎφ＋ｓｉｎθ）
ａ（ｃｏｓφ＋ｃｏｓθ）

．

从而　ｋＰＡ·ｋＰＢ ＝
ｂ２（ｓｉｎ２φ－ｓｉｎ２θ）
ａ２（ｃｏｓ２φ－ｃｏｓ２θ）

＝
ｂ２（１－ｃｏｓ２φ－１＋ｃｏｓ２θ）
ａ２（ｃｏｓ２φ－ｃｏｓ２θ）

＝－
ｂ２

ａ２
，

即斜率的乘积为定值．
（３）双曲线的参数方程．

设双曲线的标准方程为
ｘ２

ａ２
－ｙ

２

ｂ２
＝１．　（ａ＞０，ｂ＞０）

由于
ｘ（ ）ａ

２
－ ｙ（ ）ｂ

２
＝１，因此令

ｘ
ａ ＝

ｓｅｃφ，
ｙ
ｂ ＝

ｔａｎφ，从而双曲线

的参数方程为
ｘ＝ａｓｅｃφ，

ｙ＝ｂｔａｎφ｛ ．
０≤φ＜２π，φ≠

π
２
，φ≠

３π（ ）２
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（４）抛物线的参数方程．
设抛物线的方程为　ｙ２＝２ｐｘ．　（ｐ＞０）
令ｘ＝２ｐｔ２（ｔ∈Ｒ），代入上述方程，解得ｙ＝±２ｐｔ．因为ｔ∈Ｒ，所

以取ｙ＝２ｐｔ．得抛物线的参数方程为

ｘ＝２ｐｔ２，

ｙ＝２ｐｔ｛ ．
　（ｔ∈Ｒ，ｔ为参数）

例４　已知双曲线
ｘ２

ａ２
－ｙ

２

ｂ２
＝１（ａ＞０，ｂ＞０）的左、右顶点分别为

Ａ１、Ａ２，与ｙ轴平行的弦Ｐ１Ｐ２的上、下端点分别为Ｐ１、Ｐ２，求直线Ａ１Ｐ２
与Ａ２Ｐ１交点Ｍ的轨迹方程．
解　设直线Ａ１Ｐ２与Ａ２Ｐ１交点坐标为Ｍ（ｘ，ｙ），又Ａ１（－ａ，０），

Ａ２（ａ，０）．因为Ｐ１Ｐ２∥ｙ轴，所以设Ｐ１（ａｓｅｃθ，ｂｔａｎθ），Ｐ２（ａｓｅｃθ，

－ｂｔａｎθ），从而

Ａ１Ｐ２的方程为　　　　ｙ＝
－ｂｔａｎθ
ａｓｅｃθ＋ａ

（ｘ＋ａ）， ①

Ａ２Ｐ１的方程为　　　　ｙ＝
ｂｔａｎθ
ａｓｅｃθ－ａ

（ｘ－ａ）． ②

由①×②得ｙ２＝－
ｂ２ｔａｎ２θ

ａ２（ｓｅｃ２θ－１）
（ｘ２－ａ２）＝－

ｂ２

ａ２
（ｘ２－ａ２），即Ｍ

图１４ ８

的轨迹方程为
ｘ２

ａ２
＋ｙ

２

ｂ２
＝１．

例５　动直线ｘ＝ａ（ａ＞０）平行移动
交抛物线ｙ２＝２ｐｘ（ｐ＞０）于Ａ、Ｂ两点．
另一动点Ｐ在抛物线上移动，直线ＰＡ、ＰＢ
分别交ｘ轴于Ｍ、Ｎ两点．求证：线段ＭＮ
的中点为定点．
证明　设Ａ（２ｐｔ２，２ｐｔ），Ｂ（２ｐｔ２，

－２ｐｔ），Ｐ（２ｐｔ２１，２ｐｔ１），则直线ＰＡ的方
程是



第十四章
坐标变换、参数方程和极坐标方程（Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ＰａｒａｍｅｔｒｉｃＥｑｕａｔｉｏｎａｎｄＰｏｌａｒＣｏｏｒｄｉｎａｔｅＥｑｕａｔｉｏｎ）●１７８　　

ｙ－２ｐｔ１＝
２ｐｔ－２ｐｔ１
２ｐｔ２－２ｐｔ２１

（ｘ－２ｐｔ２１），（这里ｔ
２
１≠ｔ２）即

ｙ－２ｐｔ１＝
１

ｔ＋ｔ１
（ｘ－２ｐｔ２１）．

令ｙ＝０，得点Ｍ的横坐标ｘＭ ＝－２ｐｔｔ１．
在上式中，以－２ｐｔ代替２ｐｔ，则得ｘＮ ＝－（－２ｐｔ）ｔ１＝２ｐｔｔ１．
设ＭＮ 的中点为（ｘ０，０），则

ｘ０＝
ｘＭ＋ｘＮ
２

＝
（－２ｐｔｔ１）＋２ｐｔｔ１

２
＝０，

所以，ＭＮ 的中点为（０，０），是个定点．

 $%’$%’$%’$%’

摆　　线
一个圆沿着一条定直线滚动时，圆周上的一个定

点Ｍ的轨迹叫做摆线，又叫旋轮线（ｃｙｃｌｏｉｄ）．
下面我们求摆线的参数方程．
如图１４ ９，设圆的半径为ａ，取圆滚动所沿的直线为ｘ轴，圆上定

点Ｍ落在直线上的一个位置为原点，建立直角坐标系（如图１４ ９）．圆
滚动角后圆心在点Ｂ，并与ｘ轴相切于点Ａ．

图１４ ９

作ＭＤ⊥Ｏｘ，ＭＣ⊥ＢＡ，垂足分别为Ｄ、Ｃ．用（ｘ，ｙ）表示点Ｍ的
坐标，取作参数，那么，ＯＡ的长等于弧ＭＡ的长，得

ｘ＝ＯＤ＝ＯＡ－ＤＡ＝ａ－ａｓｉｎ，

ｙ＝ＤＭ ＝ＡＣ＝ＡＢ－ＣＢ＝ａ－ａｃｏｓ．
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因此，所求摆线的参数方程是

ｘ＝ａ（－ｓｉｎ），

ｙ＝ａ（１－ｃｏｓ）｛ ．
　（∈Ｒ为参数）

摆线有一些重要的性质，例如，物体在重力作用下从点Ａ滑落到点

Ｂ（无摩擦），物体滑落所需时间最短的路线，不是沿点Ａ到点Ｂ的直线，
而是沿从Ａ到Ｂ的一段摆线，如图１４ １０，因此摆线又叫最速降线．

图１４ １０
　　　

图１４ １１

又如普通单摆的周期与振幅的大小有关．如果在摆的摆动平面内做
两个如图１４ １１那样的摆线形挡板，在挡板的限制下，单摆的周期就与
振幅的大小无关了，这时摆的运动轨迹也是一段摆线．摆线的名称就是
由这个性质得到的．

 $%)$%)$%)$%)

１写出下列直线的参数方程：

（１）过点Ｐ（２，４），倾斜角为π
６
；

（２）过点Ｐ（－３，－２），倾斜角为
２π
３
．

２（１）写出过点Ｍ（１，５），倾斜角为π
３
的直线ｌ的参数方程；

（２）若直线ｌ与ｌ′：ｘ－ｙ－２槡３＝０相交于Ｎ，求｜ＭＮ｜和点Ｎ的
坐标；

（３）若ｌ与圆Ｏ：ｘ２＋ｙ２＝１６相交于Ａ、Ｂ，试求｜ＭＡ｜＋｜ＭＢ｜，

｜ＭＡ｜·｜ＭＢ｜和｜ＡＢ｜．
３据气象预报，现在气象台Ａ处向东４００千米的Ｂ处的海面上有
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一个台风中心形成，测得台风以４０千米／小时的速度向西北方向移动，
距中心不超过３００千米的地方都受到台风的影响，从现在起，多少时间
后气象台受到台风影响？气象台受台风影响的时间大约是多少？（结果

精确到０．１小时）

４写出下列圆的参数方程：
（１）圆心为原点，半径ｒ＝２；
（２）圆心为（３，－２），半径ｒ＝５．
５已知圆ｘ２＋ｙ２＝１，Ａ（１，０），Ｂ、Ｃ是圆上两个动点，若△ＡＢＣ

的顶点逆时针排列且∠ＢＯＣ＝ π３
，求△ＡＢＣ重心的轨迹方程．

６在椭圆ｘ
２

４
＋ｙ

２

３
＝１上有动点Ｐ和定点Ｂ（０，槡３），以ＰＢ为边作

正△ＢＰＱ，求△ＢＰＱ面积的最大值及此时Ｐ点的坐标．

７在椭圆ｘ
２

１６
＋ｙ

２

４
＝１上有两点Ｐ、Ｑ，Ｏ是原点，若ＯＰ、ＯＱ斜率之

积为－
１
４
．求证：｜ＯＰ｜２＋｜ＯＱ｜２为定值．

８已知椭圆ｘ２＋４ｙ２＝４，Ａ（ｘ１，ｙ１）、Ｂ（ｘ２，ｙ２）、Ｃ（ｘ３，ｙ３）是椭
圆上任意三个不同点．
（１）求ｕ＝ｘ１＋２ｙ１的最大值；
（２）求△ＡＢＣ面积的最大值．

９设ＭＮ 是过双曲线ｘ
２

ａ２
－ｙ

２

ｂ２
＝１中心的弦，Ｐ是双曲线上任意一

点，求证：直线ＰＭ、ＰＮ的斜率之积为定值．

１０已知点（ｘ，ｙ）在双曲线ｘ２－ｙ２＝４上，求
１
ｘ２
－ｙｘ
的取值范围．

１１过抛物线ｙ２＝２ｐｘ的顶点作互相垂直的两条弦ＯＡ、ＯＢ．求证
ＡＢ过定点．
１２过点Ａ（－２，４）作倾斜角为１３５°的直线ｌ，交抛物线ｙ２ ＝

２ｐｘ（ｐ＞０）于Ｐ１、Ｐ２，如果｜ＡＰ１｜、｜Ｐ１Ｐ２｜、｜ＡＰ２｜成等比数列，求抛物
线的方程．
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１４．５　极坐标系
（ＰｏｌａｒＣｏｏｒｄｉｎａｔｅＳｙｓｔｅｍ）

　　１极坐标系
平面上一个点的位置可用直角坐标系中的有序实数对来确定，也可

以用方向角和距离来确定．例如，炮兵射击时是以大炮为基点，利用目标
的方位角及目标与大炮的距离来确定目标位置的．下面研究如何利用角

图１４ １２

和距离来建立一个新的坐标系———极坐

标系．
如图１４ １２，在平面内取一定点Ｏ，

叫做极点（ｐｏｌｅ），以Ｏ为端点引一条射线

Ｏｘ，叫做极轴（ｐｏｌａｒａｘｉｓ），再选定一个单
位长度和角度的正方向（一般规定逆时针

方向为正方向）．这时对于平面上任意一点 Ｍ，设ρ＝｜ＯＭ｜，θ＝
∠ＭＯｘ，则点Ｍ的位置可以用有序数对（ρ，θ）表示，（ρ，θ）叫做点Ｍ的
极坐标（ｐｏｌａｒｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ），其中ρ叫做点Ｍ 的极径（ｒａｄｉｕｓｖｅｃｔｏｒ），θ叫
做点Ｍ 的极角（ｐｏｌａｒａｎｇｌｅ）．这样建立的坐标系叫做极坐标系（ｐｏｌａｒ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ）．

图１４ １３

当点Ｍ为极点时，它的极坐标为
（０，θ），θ可以为任意值．
当ρ＜０时，规定（ρ，θ）对应的点

为（－ρ，θ＋π）．
如图１４ １３，在极坐标系中，Ａ、

Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ、Ｆ、Ｇ各点的极坐标分别是

（４，０）、２，π（ ）４ 、３，π（ ）２ 、１，５π（ ）６ 、
（３．５，π）、６，

４π（ ）３ 、５，５π（ ）３ ．角也可



第十四章
坐标变换、参数方程和极坐标方程（Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ＰａｒａｍｅｔｒｉｃＥｑｕａｔｉｏｎａｎｄＰｏｌａｒＣｏｏｒｄｉｎａｔｅＥｑｕａｔｉｏｎ）●１８２　　

以取大于２π的值或负值，例如点Ｂ、Ｄ、Ｆ的坐标也可以写作 ２，
９π（ ）４ 、

１，
１７π（ ）６ 、６，１０π（ ）３ 或 ２，－７π（ ）４ 、１，－７π（ ）６ 、６，－２π（ ）３ ．

当极径取作负值时，如点Ａ、Ｃ、Ｅ的极坐标也可以写作（－４，π）、

－３，
３π（ ）２ 、（－３．５，２π）．
在极坐标系中，任一实数对（ρ，θ）在平面上有唯一点Ｍ 与它对应；

反过来，对于平面内任意一点，也可以找到它的极坐标（ρ，θ）．但和直角
坐标系不同的是：平面内一个点的极坐标可以有无穷多种表示法．例如

２，π（ ）４ 、２，９π（ ）４ 、－２，５π（ ）４ 、２，－７π（ ）４ 都表示点Ｂ的极坐标．一般
地，如果（ρ，θ）是一点的极坐标，那么（ρ，θ＋２ｎπ），（－ρ，θ＋（２ｎ＋
１）π）（ｎ∈Ｚ）都可以作为它的极坐标．但如果限定ρ＞０，０≤θ＜２π（或

－π＜θ≤π），那么在极坐标系中，除了极点外平面上的所有点所成的集
合和实数对（ρ，θ）的集合｛（ρ，θ）｜ρ＞０，０≤θ＜２π｝（或｛（ρ，θ）｜ρ＞
０，－π＜θ≤π｝）构成一一对应关系．以下不作特殊说明时，认为ρ≥０．

２曲线的极坐标方程
在极坐标系中，曲线可以用含有ρ、θ这两个变数的方程Ｆ（ρ，θ）＝０

来表示，方程Ｆ（ρ，θ）＝０叫做这条曲线的极坐标方程．

图１４ １４

由于平面内一个点的极坐标不唯一，因此曲线上点的极坐标不一定

都适合方程，但其中应至少有一个坐标能够满足这个方程．曲线和极坐
标方程之间有如下关系：

（１）以方程Ｆ（ρ，θ）＝０的解（ρ，θ）为极坐标的点都在曲线上；
（２）曲线上每一点的所有极坐标中，
至少有一个极坐标（ρ，θ）是方程的解．
求曲线的极坐标方程，其实就是建立

曲线上所有点的极径ρ与极角θ应满足的
关系式．
例１　如图１４ １４，求经过点Ｍ（ａ，０）
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（ａ＞０），且与极轴垂直的直线ｌ的极坐标方程．
解　如图１４ １４，设Ｐ（ρ，θ）为直线ｌ上任意一点，则｜ＯＰ｜＝ρ，

∠ＰＯｘ＝θ（－π／２＜θ＜π／２），在Ｒｔ△ＯＰＭ中，有

ρｃｏｓθ＝ａ．

这就是直线ｌ的极坐标方程．
例２　求圆心是Ｃ（ａ，０），半径是ａ的圆的极坐标方程．
解　如图１４ １５，由题设，圆心Ｃ在极轴上，圆经过极点Ｏ．设圆Ｃ

图１４ １５

和极轴的另一个交点是Ｍ，则ＯＭ ＝
２ａ．设Ｐ（ρ，θ）（－π／２＜θ＜π／２）是
圆Ｃ上任意一点，则ＯＰ⊥ＰＭ，可得

ＯＰ＝ＯＭｃｏｓθ，即

ρ＝２ａｃｏｓθ（－π／２＜θ＜π／２）．

这就是圆Ｃ的方程．

 $%)$%)$%)$%)

１在极坐标系中，作出下列各点：

（１）Ａ ３，π（ ）２ ，Ｂ（２，－１３５°），Ｃ ５，π（ ）２ ，Ｄ（４，
π），Ｅ３．５，－

２π（ ）３ ；
（２）Ａ ２，π（ ）６ ，Ｂ２，π（ ）４ ，Ｃ ２，π（ ）２ ，Ｄ（２，π），Ｅ ２，３π（ ）２ ，并说明
这五个点有什么关系；

（３）Ａ －１，π（ ）３ ，Ｂ －２，π（ ）３ ，Ｃ ２，π（ ）３ ，Ｄ ３．６，π（ ）３ ，
Ｅ７，π（ ）３ ，并说明这五个点有什么关系．

２写出点Ｐ（ρ，θ）（ρ＞０，０≤θ＜２π）关于极点Ｏ，极轴和过极点
且与极轴垂直的直线对称的点的极坐标．
３求经过点Ｍ（ａ，０）（ａ＞０），且与极轴夹角为φ的直线ｌ的极坐标
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方程．

４求圆心为Ｃ ａ，π（ ）２ ，半径为ａ的圆的极坐标方程．
５已知直线ｌ上三点的极坐标分别为Ａ（ρ１，θ１）、Ｂ（ρ２，θ２）、Ｃ（ρ３，

θ３）且ρ１、ρ２、ρ３均为正数．求证：

ｓｉｎ（θ２－θ３）

ρ１
＋
ｓｉｎ（θ３－θ１）

ρ２
＋
ｓｉｎ（θ１－θ２）

ρ３
＝０．

１４．６　圆锥曲线的极坐标方程
（ＰｏｌａｒＣｏｏｒｄｉｎａｔｅＥｑｕａｔｉｏｎｏｆＣｏｎｉｃＳｅｃｔｉｏｎ）

　　１圆锥曲线的统一的极坐标方程
椭圆、双曲线、抛物线可以统一定义为：到一个定点（焦点）的距离

和一条定直线（准线）的距离的比等于常数ｅ的点的轨迹．当０＜ｅ＜１
时，是椭圆；当ｅ＞１时，是双曲线；当ｅ＝１时，是抛物线．现在我们根据
这个定义来求这三种圆锥曲线统一的极坐标方程．

图１４ １６

如图１４ １６，过焦点Ｆ作准线ｌ的垂线，
垂足为Ｋ，以Ｆ为极点，ＦＫ 的反向延长线

Ｆｘ为极轴，建立极坐标系．
设Ｍ（ρ，θ）是曲线上任意一点，连结

ＭＦ，作ＭＡ⊥ｌ，ＭＢ⊥Ｆｘ，垂足分别为Ａ、

Ｂ．记焦点Ｆ到准线ｌ的距离｜ＫＦ｜＝ｐ，则

｜ＭＦ｜
｜ＭＡ｜

＝ｅ．由于｜ＭＦ｜＝ρ，｜ＭＡ｜＝

｜ＢＫ｜＝ｐ＋ρｃｏｓθ，所以上式即为

ρ
ｐ＋ρｃｏｓθ

＝ｅ，即　ρ＝
ｅｐ

１－ｅｃｏｓθ
．

这就是椭圆、双曲线、抛物线的统一的极坐标方程．如图１４ １７，当
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图１４ １７

０＜ｅ＜１时，方程表示椭圆．定点Ｆ是
它的左焦点，定直线ｌ是它的左准线；

ｅ＝１时，方程表示开口向右的抛物
线；ｅ＞１时，方程只表示双曲线的右
支，定点Ｆ是它的右焦点，定直线ｌ是
它的右准线，如果允许ρ＜０，方程就表
示整个双曲线．
例１　已知椭圆的极坐标方程为

ρ＝
３

２－ｃｏｓθ
，

（１）求顶点的极坐标；　（２）求准线的极坐标方程．
解　（１）如图１４ １８，令θ＝０，得｜Ｆ１Ａ２｜＝ａ＋ｃ＝３；令θ＝π，

得｜Ｆ１Ａ１｜＝ａ－ｃ＝１．

解之，得ａ＝２，ｃ＝１，从而ｂ＝槡３．于是四个顶点的极坐标为Ａ１（１，

π），Ａ２（３，０），Ｂ１ ２，－
π（ ）３ ，Ｂ２ ２，π（ ）３ ．

（２）因ρ＝
ａ２

ｃ－
ｃ＝

ｂ２

ｃ ＝
３，故准线的方程为ｌ１：ρｃｏｓθ＝－３；

　　ｌ２：ρｃｏｓθ＝５．

图１４ １８
　

图１４ １９

例２　过长轴为６，焦距为４槡２的椭圆的左焦点Ｆ１作直线交椭圆于
Ｍ、Ｎ两点，设ＭＮ 与长轴所成的角为α（０≤α＜π），求当α为何值时，

｜ＭＮ｜等于椭圆的短轴长．
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解　如图１４ １９，以Ｆ１为极点，射线Ｆ１Ｆ２为极轴（Ｆ２为右焦点），
建立极坐标系．

由于ａ＝３，ｃ＝２槡２，所以ｂ＝１，于是焦准距ｐ＝ｂ
２

ｃ ＝
１
２槡２
，离心

率ｅ＝
ｃ
ａ ＝

２槡２
３
，故椭圆的极坐标方程为ρ＝

ｅｐ
１－ｅｃｏｓθ

＝
１

３－２槡２ｃｏｓθ
．

由Ｍ（ρ１，α），则Ｎ（ρ２，π＋α），即

ρ１＝
１

３－２槡２ｃｏｓα
，　ρ２＝

１
３＋２槡２ｃｏｓα

．

由题设，有ρ１＋ρ２＝｜ＭＮ｜＝２ｂ＝２，所以

１
３－２槡２ｃｏｓα

＋
１

３＋２槡２ｃｏｓα
＝２，

６
９－８ｃｏｓ２α

＝２，ｃｏｓα＝±
槡３
２
，

解得α＝ π６
或
５π
６
．故当α＝ π６

或
５π
６
时，｜ＭＮ｜等于椭圆的短轴长．

２极坐标与直角坐标的互化
极坐标和直角坐标是两种不同的坐标系．同一个点可以有极坐标，

也可以有直角坐标；同一条曲线可以有极坐标方程，也可以有直角坐标

方程．为便于计算或研究曲线的性质，需要在两种坐标系之间进行相互

图１４ ２０

转化．
如图１４ ２０，把直角坐标系的原点作

为极点，ｘ轴的正半轴作为极轴，并取相同
的长度单位．设Ｍ为平面上任意一点，它的
直角坐标为（ｘ，ｙ），极坐标为（ρ，θ）．
当ρ≥０时，由三角函数定义，可以得

出ｘ、ｙ与ρ、θ之间的关系式

ｘ＝ρｃｏｓθ，　ｙ＝ρｓｉｎθ． ①

当ρ＜０时，点Ｍ的极坐标也可用（－ρ，π＋θ）表示，利用①可得
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ｘ＝－ρ·ｃｏｓ（π＋θ）＝ρｃｏｓθ，

ｙ＝－ρ·ｓｉｎ（π＋θ）＝ρｓｉｎθ．

这表明ρ＜０时①式也成立．
综上所述，关系式①对点Ｍ的任意一种极坐标表示都成立．
从关系式①中解出ρ，θ，有

ρ２＝ｘ２＋ｙ２，　　ｔａｎθ＝
ｙ
ｘ
（ｘ≠０）． ②

由①式，可将点的极坐标化为直角坐标；由②式，可利用已知点的直
角坐标求出它的极坐标．
由②式求ρ、θ时，应注意，尽管一个点的极坐标表示法有无数多种，

但只要求出一种极坐标表示，其余的都有可由它写出．因此，如果不作特
殊说明，那么我们只取满足ρ≥０，０≤θ＜２π的一对值．
例３　化圆的直角坐标方程ｘ２＋ｙ２－２ａｙ＝０为极坐标方程．
解　将①式代入方程，得

ρ２ｃｏｓ２θ＋ρ２ｓｉｎ２θ－２ａρｓｉｎθ＝０，

即ρ＝２ａｓｉｎθ或ρ＝０．
由于ρ＝０也包含在前一个方程中，故所求极坐标方程为

ρ＝２ａｓｉｎθ．

例４　化圆锥曲线的极坐标方程ρ＝
ｅｐ

１－ｅｃｏｓθ
为直角坐标方程．

解　原方程化为ρ＝ｅρｃｏｓθ＋ｅｐ，将ρｃｏｓθ＝ｘ，ρ＝ ｘ２＋ｙ槡 ２代

入得

ｘ２＋ｙ槡 ２＝ｅ（ｘ＋ｐ），

两边平方后，整理得　（１－ｅ２）ｘ２＋ｙ２－２ｅ２ｐｘ－ｅ２ｐ２＝０．

这就是所求的直角坐标方程．但是，在将 ｘ２＋ｙ槡 ２＝ｅ（ｘ＋ｐ）两边
平方时，对于ｅ＞１的情形，方程产生增根，这时方程表示整个双曲线，它
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相当于原极坐标方程中允许ρ＜０的情形．

例５　已知Ｆ是椭圆
ｘ２

ａ２
＋ｙ

２

ｂ２
＝１的左焦点，Ｏ为原点．求证：若ＡＢ

和ＣＤ都经过Ｆ，且ＡＢ⊥ＣＤ，则
１

｜ＡＢ｜
＋

１
｜ＣＤ｜
为定值．

解　以Ｆ为极点，Ｆｘ轴为极轴，建立极坐标系，则椭圆的极坐标方

程为ρ＝
ｅｐ

１－ｅｃｏｓθ
．其中ｅ＝

ｃ
ａ
，ｐ＝

ｂ２

ｃ
．由于ＡＢ、ＣＤ过点Ｆ且ＡＢ⊥

ＣＤ，不妨设Ａ（ρ１，θ），Ｂ（ρ２，π＋θ），Ｃρ３，
π
２
＋（ ）θ ，Ｄρ４，３π２＋（ ）θ ，

所以

｜ＡＢ｜＝ρ１＋ρ２＝
ｅｐ

１－ｅｃｏｓθ
＋

ｅｐ
１＋ｅｃｏｓθ

＝
２ｅｐ

１－ｅ２ｃｏｓ２θ
．

同理｜ＣＤ｜＝
２ｅｐ

１－ｅ２ｃｏｓ２θ＋π（ ）２
＝

２ｅｐ
１－ｅ２ｓｉｎ２θ

．

所以
１

｜ＡＢ｜
＋

１
｜ＣＤ｜

＝
（１－ｅ２ｃｏｓ２θ）＋（１－ｅ２ｓｉｎ２θ）

２ｅｐ
＝
２－ｅ２

２ｅｐ
＝

２－
ｃ２

ａ２

２·ｃ
ａ
·ｂ
２

ｃ

＝
２ａ２－ｃ２

２ａｂ２
＝
ａ２＋ｂ２

２ａｂ２
为定值．

 $%)$%)$%)$%)

１判定下列圆锥曲线的极坐标方程表示什么曲
线，再画出图形．

（１）ρ＝
６

１－２ｃｏｓθ
；　　（２）ρ＝

６
２－ｃｏｓθ

；

（３）ρ＝
３

１－ｃｏｓθ
．

２已知椭圆的极坐标方程是ρ＝
５

３－２ｃｏｓθ
．



●１８９　　
第十四章

坐标变换、参数方程和极坐标方程（Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
Ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ，ＰａｒａｍｅｔｒｉｃＥｑｕａｔｉｏｎａｎｄＰｏｌａｒＣｏｏｒｄｉｎａｔｅＥｑｕａｔｉｏｎ）

（１）求顶点和焦点的极坐标；　（２）求准线的极坐标方程．

３求曲线ρ２－４槡６ρｃｏｓθ－４槡２ρｓｉｎθ＋１６＝０被极轴所截得的弦ＡＢ
的长．

４已知点Ａ －３，π（ ）６ ，Ｂ３，π（ ）２ ，求｜ＡＢ｜和△ＡＯＢ的面积．
５将下列直角坐标方程化成极坐标方程．

（１）ｘ＋槡３ｙ－２＝０；
（２）ｘ２＋ｙ２－２ａｘ＝０．
６将下列极坐标方程化为直角坐标方程．

（１）ρ＝ｃｏｓθ－ａｒｃｓｉｎ
４（ ）５ ；　　（２）ρ２ｓｉｎ２θ＝ａ２．

７已知双曲线ρ２ｃｏｓ２θ＝１与圆ρ２－２ρａｓｉｎθ＋ａ２－ｒ２＝０交于四
个不同的点Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ，Ｏ为极点．求｜ＯＡ｜２＋｜ＯＢ｜２＋｜ＯＣ｜２＋
｜ＯＤ｜２的值．

８设ＯＰ、ＯＱ、ＯＲ是椭圆ｘ
２

ａ２
＋ｙ

２

ｂ２
＝１的三条中心半径，且每相邻

两条的夹角是
２π
３
．求证：｜ＯＰ｜－２＋｜ＯＱ｜－２＋｜ＯＲ｜－２为定值．

９求极点Ｏ到直线ρｓｉｎ（θ＋４５°）＝
槡２
２
的距离．



●４０３　　 习题参考答案

的方程为ｙ＝
１＋槡５
２
ｘ　抛物线Ｃ的方程为ｙ２＝

４槡５
５
ｘ ６．（１）ｋ１∈

（－槡３，－１）∪ －１，－
槡３（ ）３ ∪ 槡３

３
，（ ）１ ∪（１，槡３）（２）当ｋ１＝槡２时，

ｌ１：ｙ＝槡２（ｘ＋槡２），ｌ２：ｙ＝－
槡２
２
（ｘ＋槡２）　当ｋ１＝－槡２时，ｌ１：ｙ＝

－槡２（ｘ＋槡２），ｌ２：ｙ＝
槡２
２
（ｘ＋槡２）（３）｜Ａ２Ｂ２｜＝２槡１５

１４．１ 坐标轴的平移

１．（１）ｘ′＝２ （２）２ｘ′－３ｙ′＝９ （３）ｘ′２＋ｙ′２＝５ （４）ｘ′２＝ｙ′（图

略） ２．（１）ｘ′２＋ｙ′２＝１６ （２）
ｘ′２

８
＋ｙ
′２

１６
＝１ （３）ｙ

′２

４
－
ｘ′２

９
＝

１ （４）ｙ′２＝－６ｘ′ ３．（１）焦点（±槡５－１，１）　对称轴为ｘ＝－１与

ｙ＝１ （２）焦点（１± 槡１０，２）　对称轴为ｘ＝１与ｙ＝２ （３）焦点

（４，３）　 对 称 轴 为 ｘ ＝ ４ ４．
（ｙ＋２）２

９
－
（ｘ－２）２

１６
＝ １ 　

５．
１
２
，１５（ ）２ 　 －

１
２
，９（ ）２ ６．ｍ＝

９６５
１３
或－

８３５
１３

７．（３ｘ－４）２ ＝

３ｙ＋１
１４．２ 坐标轴的旋转变换

１．Ａ －槡２
２
，５槡２（ ）２

　Ｂ（槡２，－槡２） ２．Ｃ ２槡３－１
２
，－槡３＋２（ ）２

　Ｄ（１，

槡３） ３．（１）ｘ′ ＝０ （２）２ｘ′＋ｙ′ ＝０ （３）ｘ′２ ＋ｙ′２ ＝４　

（４）ｘ′２＝２ ４．（１）ｘ′２＋２ｙ′＝０ θ＝
π（ ）４ （２）６ｘ′２＋ｙ′２ ＝２２

ｃｏｔ２θ＝－
３
４　
ｓｉｎθ＝

２
槡５
　ｃｏｓθ＝

１
槡（ ）５ （３） ３ｘ′２ － ｙ′２ ＝

１６ θ＝ π（ ）４ （４）ｘ′
２

９
＋ｙ
′２

４
＝１ θ＝ π（ ）６ ５．（１）π

６
（２）ｘ′

２

１２
＋

ｙ′２

４
＝１是椭圆　图象略 （３）ｇｍａｘ＝６ ｇｍｉｎ＝２



习题参考答案 ●４０４　　

１４．３ 曲线的参数方程

１．
ｘ＝１＋ｔ，

ｙ＝２＋槡３
烅
烄
烆 ｔ

（ｔ∈Ｒ） ２．不是　前者是以原点为圆心、半径为３的

圆　 后者是以原点为圆心、半径为 ３ 的上半个圆（ｙ≥０）　

３．
ｘ＝５ｃｏｓθ，

ｙ＝５ｓｉｎ｛ θ
（θ∈［０，２π）） ４．

ｘ＝２［ｃｏｓ（１２０°－α）＋ｃｏｓα］，

ｙ＝２ｓｉｎ｛ α

０≤α≤
π（ ）２ ５．（１）ｙ－４＝－槡３（ｘ－３）（２）ｘ２－２ｘｙ＋ｙ２＋

４ｘ－５ｙ＋６＝０ （３）
（ｘ－２）２

２５
＋
（ｙ＋３）２

９
＝１ （４）

ｘ２

８
－ｙ

２

２
＝１　图

略 ６．（１）
ｘ＝２＋ｃｏｓ，

ｙ＝２ｓｉｎ｛ 
（２）

ｘ＝－
８ｔ
４＋ｔ２
，

ｙ＝
１６－４ｔ２

４＋ｔ

烅

烄

烆 ２

和
ｘ＝０，

ｙ＝－｛ ４
　

（３）
ｘ＝２槡２ｃｏｓ３，

ｙ＝２槡２ｓｉｎ３
烅
烄

烆 
（４）

ｘ＝ｔ＋
１
ｔ
；

ｙ＝ｔ－
１

烅

烄

烆 ｔ
１４．４ 直线与圆锥曲线的参数方程

１．（１）
ｘ＝２＋槡３

２
ｔ，

ｙ＝４＋
ｔ

烅

烄

烆 ２

（２）
ｘ＝－３－

ｔ
２
，

ｙ＝－２＋
槡３
２

烅

烄

烆 ｔ
２．（１）

ｘ＝１＋
１
２
ｔ，

ｙ＝５＋
槡３
２

烅

烄

烆 ｔ

（ｔ为参数）（２）｜ＭＮ｜＝１０＋６槡３　Ｎ（－４－３槡３，－４－５槡３）

（３）｜ＭＡ｜＋｜ＭＢ｜＝１＋５槡３　｜ＭＡ｜·｜ＭＢ｜＝１０　｜ＡＢ｜＝

３６＋１０槡槡 ３ ３．大约４．６小时后气象台受到影响，持续时间约５小时

４．（１）
ｘ＝２ｃｏｓθ，

ｙ＝２ｓｉｎ｛ θ
（０≤θ＜２π）（２）

ｘ＝３＋５ｃｏｓθ，

ｙ＝－２＋５ｓｉｎ｛ θ
（０≤θ＜２π）

５．△ＡＢＣ的重心轨迹方程为 ｘ－
１（ ）３

２
＋ｙ２＝

１
３

６．Ｐ（０，－槡３），最



●４０５　　 习题参考答案

大值为３槡３ ７．｜ＯＰ｜２＋｜ＯＱ｜２＝２０ ８．（１）ｕｍａｘ＝２槡２ （２）
３槡３
２

９．ｋＰＭ·ｋＰＮ ＝
ｂ２

ａ２
１０．（－１，１）１１．ＡＢ过定点（２ｐ，０）１２．ｙ２＝

２ｘ
１４．５ 极坐标系

１．（１）略 （２）五个点在以极点为圆心、半径为２的圆上 （３）五个点

在倾斜角为π
３
且过极点的直线上 ２．Ｐ１（－ρ，θ）　Ｐ２（ρ，－θ）　

Ｐ３（－ρ，－θ） ３．ρｓｉｎ（φ－θ）＝ａｓｉｎφ（０＜θ＜φ） ４．ρ＝２ａｓｉｎθ
（０≤θ＜π） ５．略

１４．６ 圆锥曲线的极坐标方程

１．（１）双曲线 （２）椭圆 （３）抛物线　图略． ２．（１）顶点（５，０）　

（１，π）　 ３，ａｒｃｔａｎ
槡５（ ）２ 　 ３，－ａｒｃｔａｎ

槡５（ ）２ 　　焦点（０，０）　（４，０）

（２）准线为ρｃｏｓθ＝
１３
２
与ρｃｏｓθ＝－

５
２

３．｜ＡＢ｜＝ ４槡２

４．｜ＡＢ｜＝３槡３　Ｓ△ＡＯＢ ＝
９
４
槡３ ５．（１）ρｓｉｎθ＋

π（ ）６ ＝１ （２）ρ＝

２ａｃｏｓθ ６．（１）ｘ２＋ｙ２－
３
５
ｘ－

４
５ｙ＝

０ （２）２ｘｙ＝ａ２ ７．４ｒ２　

８．｜ＯＰ｜－２＋｜ＯＱ｜－２＋｜ＯＲ｜－２＝
３
２
１
ａ２
＋
１
ｂ（ ）２ ９．ｄ＝槡２

２

１５．１ 平面及其基本性质

１．略 ２．１个或３个 ３．略 ４．略 ５．（１）３ （２）略

１５．２ 空间直线与直线之间的位置关系

１．（７）２．—５．略 ６．π
２

１５．３ 空间直线与平面

１．（１）（２）２．７ ３．—７．略 ８．（１）５ （２）３０° ９．（１）ＰＢ＝ＰＤ＝


